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E io stesso ho osservato anche che ogni fatica
e tutta l’abilita messe in un lavoro
non sono che riwalita dell’uno con l’altro.
Anche questo é vanita e un correr dietro al vento.

Salomone, Ecclesiaste 4:4



La Filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma non si pud intendere se
prima non s’impara o intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali €
scritto.

Eqgli ¢ scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi ed altre
figure geometriche, senza i quali mezi & impossibile a intenderne umanamen-
te parola; senza questi & un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.

I1 Saggiatore (1623)

Figura 1: Galileo Galilei (1564-1642)
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Capitolo 1

Cenni di Teoria dei Campi
Classica

1.1 Introduzione

La Teoria Quantistica dei Campi (QFT) nasce dalla sintesi della teoria
classica dei campi il cui paradigma principale ¢ il campo elettromagnetico
classico.

Il campo, che indicheremo per il momento genericamente con ®(z), ma

senza implicare con questo che esso non possa avere pitt componenti, viene
visto, in ogni punto dello spazio-tempo, come una sorta di coordinata la-
grangiana generalizzata e come tale, in M (), esso ¢ un operatore che agisce
nello spazio di Hilbert dei vettori di stato.
La sua evoluzione, cioé le equazioni del campo, sono ottenute a partire da
una opportuna densita lagrangiana, funzione reale (e dunque autoaggiunta
nella sua trasposizione quantistica) e scalare di Lorentz (in modo da garantire
equazioni di moto covarianti) del campo e delle sue derivate L(®(z), 0P (x), x),
attraverso il principio di minima azione, che fornisce, come dimostreremo nel
paragrafo seguente, I’equazione

g 0L 0L
*9(0,2>) 0P

dove abbiamo riportato esplicitamente ’eventuale indice associato alle pos-
sibili componenti del campo ®.

Sempre attraverso la densita lagrangiana possiamo anche definire 'impulso
coniugato al campo (ricordiamo che il campo in ogni punto deve essere visto
come una coordinata lagrangiana generalizzata ...)

oL
n*(z) = —— (1.1.2)
0P (x)
e quindi stabilire ’algebra del campo, attraverso le regole di commutazione
(o anticommutazione) canoniche.

—0 (1.1.1)



8 CAPITOLO 1. CENNI DI TEORIA DEI CAMPI CLASSICA

Un concetto di carattere generale, certamente cruciale per la compren-
sione del quadro attuale delle particelle elementari e delle loro interazioni, é
poi quello della simmetria'2. A questo proposito, uno dei risultati senza
dubbio pitt importanti ottenuti nel ventesimo secolo, circa il legame fra sim-

LA questo proposito, ricordiamo che, come avremo modo di giustificare in seguito, un
operatore O che descriva un isomorfismo unitario o antiunitario dello spazio di Hilbert
degli stati in sé, & detto costituire una simmetria del sistema considerato.

Essa & conservata o esatta se lo stato di minima energia (vuoto) ¢ sia non degenere che
O-invariante, mentre la lagrangiana del sistema risulta invariante in forma (vedi oltre)
sotto la trasformazione in questione, ovvero se ’operatore @ commuta con I’hamiltoniana
del sistema e dunque ne rispetta la dinamica.

Si parla poi, di simmetria rotta spontaneamente se la lagrangiana ¢ invariante in forma
ma lo stato di minima energia ¢ degenere e non invariante sotto O. Infine, la simmetria é
detta semplicemente rotta se la lagrangiana non é invariante in forma sotto O.

2La parola simmetria significa "della stessa misura” ed esprimeva, nel mondo greco,
il concetto di commensurabilitd, proporzione, rapporto armonico di dimensioni ... e per
questo era legato anche al concetto stesso di bellezza. Da allora, il concetto di simmetria si
é evoluto e certamente una sua definizione fra le pit espressive e chiare & quella operativa
di Hermann Weyl, secondo il quale una entita possiede una simmetria se c’é qualcosa che
possiamo fargli in modo che, dopo che l’abbiamo fatta, I’entita in questione continua ad
apparire esattamente come prima. In questa accezione, simmetria e invarianza risultano
evidentemente sinonimi, ma torneremo in seguito su questo aspetto.

Una simmetria che in Natura é molto comune é quella destra-sinistra, cioé la simmetria
bilaterale o chirale: una specie di prendi 2 e paghi 1 ... !

L’insieme delle operazioni che lasciano invariante un sistema assegnato costituisce, come
oggi sappiamo, un gruppo, ed & proprio questo strumento matematico che ha reso, poi,
estremamente fertile il concetto di simmetria in Fisica.

Ma come si & arrivati al concetto di gruppo di simmetria 7

Dal tentativo di trovare la formula risolutiva delle equazioni algebriche di grado superiore
al quarto ! Vediamo brevemente come é successo.

L’idea dell’equazione di primo grado e quindi I’idea stessa dell’incognita era nota, forse,
gia in epoca babilonese (1650 a.C., papiro di Ahmes) e si sapeva anche come risolverla

ar+b=0 = x=-b/a

Anche lequazione di secondo grado axz? + bz +c =0 si sa risolvere da tempo immemo-
rabile, certamente da Diofanto (250 d.C.) in poi, anche se venivano cercate solo soluzioni
positive (superfici, lunghezze, compensi ...) per cui accadeva talvolta che le soluzioni erano
due, talvolta una sola e talvolta addirittura nessuna !

E’ solo da Gauss (1777 —1855) in poi, infatti, che sappiamo che, pur di cercare le soluzioni
nel posto giusto, cioé nel campo complesso, una equazione di grado n ammette n soluzioni
(eventualmente in parte coincidenti). Comunque, ben prima di Gauss, cioé fin dall’inizio
del sedicesimo secolo, si sapeva risolvere I’equazione generale di terzo grado (Del Ferro,
Tartaglia, Cardano) e anche quella di quarto grado (Ferrari, 1545); perd, quanto all’equa-
zione di quinto grado, ogni sforzo continuava miseramente a fallire !

Furono Ruffini (1799) e Abel (1824) i quali, indipendentemente, dimostrarono che ogni
sforzo per trovare una risolvente generale era vano, ma la vera spiegazione del motivo
del fallimento fu trovata successivamente da Evariste Galois (1832), il quale affronto il
problema da un lato completamente nuovo, ed é qui che entra, appunto, la simmetria !
Egli provo a caratterizzare le equazioni attraverso le proprieta di permutazione dei poli-
nomi a coefficienti razionali che si annullano sulle soluzioni dell’equazione data.

Sembra un discorso complicato ma non lo é: prendiamo, per esempio, la generica equa-
zione (propria) di secondo grado 22 +bx+c=0 con b,c razionali.
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metrie e dinamica ¢ il teorema di Noéther (1918) (vedi oltre).

Questo Teorema vale per simmetrie "continue", descritte cioé da un gruppo
di Lie e afferma che a ogni parametro del gruppo, ovvero a ogni suo genera-
tore, € associata una corrente conservata. Pill precisamente, esso stabilisce
che, data una lagrangiana £ (¢(x), d,¢(x), x) la quale sia invariante in for-
ma sotto le trasformazioni descritte da un gruppo di Lie G(w?), allora, se
I’azione della generica trasformazione infinitesima del gruppo descritta dal
parametro w® é tale che

r—2 =2t + E(x)dw® = 2 + Szt

o%(2) = ¢ (') : 7)) = (9f + Thgdw®) ¢°(x) = ¢*(2) + 69 (2)

ne segue che le quadricorrenti

- oL -
Oh(z) = [-T50°(@) + 0,0°(2) Ey(w)] o — LEU(2) (1.15)
0(9u9*)
sono tutte, separatamente conservate.
Se x1 e x2 sono le sue radici, allora
(z —z1)(x — z2) =2’+br+c = b= —(z1 4+ x2); c=z1722

dunque esistono almeno due polinomi razionali indipendenti di due variabili
Pi(a,f) =a+B+b Pa,f)=af—c

che si annullano sulle soluzioni dell’equazione data, ed essi sono simmetrici per scambio.
L’idea di Galois fu dunque di considerare tutt: i polinomi a coefficienti razionali che si
annullano sulle radici dell’equazione data. Le permutazioni delle variabili del polinomio che
lasciano invariante il suo valore (nullo) quando viene valutato sulle soluzioni dell’equazione
costituiscono il gruppo di Galois associato all’equazione. FEgli dimostro, in generale, che
questo gruppo coincide con il gruppo S, delle permutazioni di n oggetti, dove n ¢é il
grado dell’equazione. Galois dimostro altresi che le radici di un’equazione potevano essere
espresse a partire dalle quattro operazioni ed estrazioni di radice su espressioni costruite
con i suoi coefficienti se e solo se, ordinando il gruppo in sottogruppi normali (S ¢ un
sottogruppo normale se, dato comunque un elemento z del gruppo, allora xSz~ = S)
massimali, i rapporti fra le loro cardinalita erano numeri primi.

Nel caso di S2, S3 ed S4 questo é vero, mentre da S5 in poi questo diventa falso ...

E’ dunque per questa strada che si giunse al concetto di gruppo e in particolare a quel-
lo di gruppo di simmetria. Ma una volta definito il gruppo, questa entitd matematica
astratta puo venire slegata dalla sua particolare rappresentazione su un qualunque siste-
ma assegnato, per cui si é finito oggi per separare il concetto di simmetria (operazione)
da quello di invarianza (effetto dell’operazione sul sistema dato), anche se, talvolta, si
continuano a confondere i due aspetti.
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1.2 Le equazioni di Eulero-Lagrange per i campi
classici

Supponiamo che la dinamica del campo ¢*(x) sia descritta dalla densita
lagrangiana

L(z) = L($%(x), 0ug® (x), 7) (1.2.6)

Questo significa che le equazioni del moto per i campi si potranno ottenere
dal principio di minima azione, il quale afferma che I'integrale di azione

/D L(6%, 0,6 7) d'z (1.2.7)

valutato partendo da una soluzione delle leggi del moto, & minimo (estremale)
per variazioni dei campi d¢® che si annullano sul bordo ¥ del dominio di
integrazione, peraltro arbitrario (aperto in R*) D, ovvero che

[«

/£(¢a,8u¢a,$)d4x =0 = (1.2.8)
/£¢“+6¢a (67 + 56%), 2 :c—/wa 0,6%, ) d!

con §¢%(x) =0,Vz € X =D — D.

Prima di procedere con la dimostrazione, iniziamo osservando che se due
lagrangiane £ and £’ differiscono solo per una quadridivergenza 9, F*, dove
F* sono quattro funzioni arbitrarie dei campi e delle coordinate, allora £
and £’ sono equivalenti, nel senso che esse, attraverso il principio di minima
azione, descrivono la stessa dinamica.

Questa conclusione ¢ una conseguenza diretta del Teorema di Gauss
generalizzato, il quale stabilisce che

/8NF“d4x = /F“nuda (1.2.9)
D P

dove n,, ¢ il versore di R? ortogonale (nella metrica euclidea di R*) all’ele-
mento di superficie do € X. Per questa ragione, posto

/ O Ftd*x = Int (1.2.10)
D
ecco che Int dipende solamente dai valori di F* su X, dove d¢*(z) = 0, e

percid non contribuisce nella eq.(1.2.8).
Veniamo adesso alle equazioni di Eulero-Lagrange. Dalla (1.2.8) si ha

_ a Y~ « oL 456
O—/D[(MS a¢a+a(5¢) 50,57 | ¢ (1.2.11)
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ma il secondo termine puo essere scritto anche come

oL oL oL
0,(00Y) =— = 0, |00 ———=| — 00" 0y =————
K09 By — O l a(@@a)] HD(0,0")
Il primo addendo (quadridivergenza) non fornisce contributo alla eq.(1.2.11)
perché, via il Teorema di Gauss, pud essere riscritto come

Y
|5 o000 ™

e, per ipotesi, 6¢* & nullo sul bordo 3.
Dunque il principio di minima azione implica che

- ZOL oL ] .
0 = /D[éqﬁ S~ 00 Bﬂa(auéa)]dm -

- Joc o oc ],
_ /D5<z> ladﬂ 8M8(au¢a)1dx (1.2.13)

e per 'arbitrarieta del dominio di integrazione D e delle variazioni dei campi
§®* questo implica che valgono le equazioni® di Eulero-Lagrange, ovvero

oL oL
-0 = ( 1.2.14
57~ 450,07 (1.2.14)

(1.2.12)

Resta cosi dimostrato che il principio di minima azione implica le equa-
zioni di Eulero-Lagrange.
Assumendo la validita delle equazioni di Eulero-Lagrange e andando indietro
dalla eq.(1.2.13) alla eq.(1.2.11), possiamo facilmente dimostrare che anche
I’altro verso dell’implicazione & vero, cioé che le equazioni di Eulero-Lagrange
(1.2.14) implicano la validita del principio di minima azione.

31 termini £ j vanno intesi come derivate funzionali, per la cui definizione

oL , _2
26> © 9(0,.4”
rimandiamo all’apposita Appendice.
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1.2.1 Alcuni esempi

e Equazione di Schrédinger
L’equazione di Schréodinger pud essere ottenuta attraverso la seguente

densita lagrangiana

Zh * * hz * 7 *
£=2(waw—w%w>+%n@wxﬁw>—wvw (1:2.15)
funzione® di ¢ e ¥* e delle loro derivate.

Dalla equazione del moto per ¥*, abbiamo

oL oL

-0 =0 1.2.16
oY+ "0(0,0%) ( )
Ma
oL ih
e
oL _ _ih
0(0p) 2
oL h*
oo 2’ ?
per cui ne segue 'equazione®
ih ih n?
5301/1 — Vi — 30(—51/1) - 61’(%8 ¥) =0
= 'hi/; = —hiv%p + Vap (1.2.17)
ot T Tom -

che é appunto 'equazione di Schrodinger per il campo .

Procedendo poi a partire dalla equazione analoga alla (1.2.16) rela-
tiva al campo 1, otteniamo ’equazione di moto per ¥*, la quale ri-
sulta naturalmente essere semplicemente la complessa coniugata della

(1.2.17).

4La densita lagrangiana deve essere reale e quindi deve dipendere dalla funzione d’onda
1 e dalla sua complessa coniugata 1™ (e loro derivate) in modo bilineare. Questo garantisce
che le equazioni del moto per ¢ e ¥, dedotte a partire da essa, risultino effettivamente
una complessa coniugata dell’altra.
D’altronde 1) & costituita a partire da due funzioni reali f, ed f; indipendenti, che ne
costituiscono rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria. Queste stesse due
funzioni definiscono anche ¥* e possono essere viste, in ultima analisi, come i campi basilari
della teoria. La struttura reale della lagrangiana garantisce perd che questi due gradi di
liberta, associati ai due campi reali indipendenti f, ed f;, possono essere equivalentemente
tenuti in conto trattando direttamente v e ¥* come fossero indipendenti tra loro ...

511 potenziale V ¢, per sua costituzione, una funzione reale: assumiamo che esso sia
funzione solo della posizione.

6Si ricordi che 8; = —8" e quindi che 8,0" = —V2.
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e Campo scalare di massa m

La densita lagrangiana’ che descrive I’evoluzione libera del campo
scalare, reale, di massa m, é la seguente

L= (0,0)@"0) — m’ ¢ (1.2.18)

Sostituendo infatti la (1.2.18) nella (1.2.14), I'equazione di moto® che
si ottiene ¢

—2m?¢ — 20,(0"¢) = 0 & Op + m?¢ = 0 (1.2.19)

che ¢, appunto, 'equazione di Klein-Gordon per il campo scalare di
massa m.

Questo campo pud descrivere unicamente particelle neutre perché, es-
sendo reale, la densita lagrangiana che ne descrive ’evoluzione non puo
essere invariante in forma per trasformazioni di gauge di prima specie
(vedi oltre), cioé sotto il gruppo U(1) per cui ¢ — €' ¢.

Nel caso di particelle cariche, infatti, come vedremo, il campo ¢ dovra
essere complesso. Poiché la densita lagrangiana sara comunque reale,
essa diventa (chiaramente invariante in forma sotto la trasformazione

d) N eia ¢; ¢* N e—ia ¢*)
L= (0,0)(0"¢") — m’ " (1.2.20)

la quale, via il principio di minima azione, implica che sia il campo ¢,
come il suo complesso coniugato ¢*, soddisfino entrambi I'equazione di
Klein-Gordon per la massa m.

"Come abbiamo gia avuto modo di osservare, la lagrangiana non é unica, essendo
definita a meno di una quadridivergenza e di una costante moltiplicativa non nulla.
In questo senso sarebbe piu corretto parlare di "una densita lagrangiana che descrive ...".
Resta il fatto che la lagrangiana (1.2.18) & quella piu semplice e in questo senso risulta
appunto "la densita lagrangiana ..."

8Ricordiamo che Poperatore di D’Alembert O & definito come

0=98,0"=d; - V°
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e Campo vettoriale di massa m

Una densita lagrangiana che descrive la dinamica libera del campo
vettoriale neutro di massa m & la seguente:

L= (0,0")(0"¢y) — m*y ¢ (1.2.21)
Usando questa densita lagrangiana nella (1.2.14), otteniamo infatti
—2m?¢, — 20,(0"¢)) = 0 & 06, + m>¢, = 0 (1.2.22)

Se il campo é carico, analogamente al caso scalare, una densita lagran-
giana che ne descrive la dinamica ¢ certamente la seguente

L= (0.0")0"6]) — m 6,6" (1.2.23)

La densita lagrangiana (1.2.23) non &, pero, l'unica possibile per il cam-
po vettoriale massivo (a parte la somma con una quadridivergenza).
Definiamo infatti il seguente tensore antisimmetrico a due indici

F'U'V = a,u,¢ll _ 8V¢ll4 =N 1:”’< = /quz — aI/QS; (1224)

W=

e quindi poniamo? 10

1

L= P"F, - m? ¢’ ¢ (1.2.26)

E’ facile ora concludere che le equazioni del moto per ¢” che discendono
dalla densita lagrangiana (1.2.26), sono le seguenti (per ¢}, otteniamo,
naturalmente, le complesse coniugate)

MFy +m? ¢, =0 (1.2.27)
ovvero, piu esplicitamente

D¢y +m® ¢y — 0,0" ¢, =0 (1.2.28)

9Qui stiamo trattando il caso del campo carico, ma quanto stiamo dicendo resta vero
anche nel caso neutro.

19Gi osservi che la differenza fra le due densita lagrangiane (1.2.23) e (1.2.26) non &, in
generale, una quadridivergenza. Risulta infatti

AL

v * v * 1 v v * * vk
[(0:6)@"62) — m? 6" 53] = [ @6 — 0 6") (0,07 — Du6}) — m® 6763

= (8"9")(8v0;) = 0u [(8"¢")0p] — (8"8,9" )0}, (1.2.25)
la quale coincide effettivamente con una quadridivergenza (primo termine della (1.2.25))
se il campo soddisfa anche la condizione 0,¢” = 0, la quale, perd, non & garantita dalla

densita lagrangiana (1.2.23) ma solo dalla (1.2.26) e comunque solo nel caso di massa non
nulla.
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Queste equazioni risultano apparentemente diverse dall’equazione di
Klein-Gordon, ma, in realta, la implicano in modo diretto, infatti,
derivando la (1.2.27) rispetto a x, e usando sia la proprieta di an-
tisimmetria del tensore F),, come il fatto che, per ipotesi, m # 0,
risulta

SV +m2 ¢, =0 = m?>3dp, =0 = 8¢, =0 (1.2.29)

dove, evidentemente, 1'ultima equazione che seleziona le tre compo-
nenti del campo che formano un sistema di spin S = 1, é conseguenza
dell’equazione del moto (1.2.28) solo nel caso di m # 0.

Dunque, nel caso in cui m # 0, la densita lagrangiana (1.2.26) for-
nisce sia la condizione di Lorentz 0,¢" = 0 che le equazioni di moto
di Klein-Gordon per le quattro componenti del campo (di cui, data la
condizione di Lorentz, solo tre sono indipendenti, coerentemente con il
fatto che il campo descrive entita di spin uno).

Nel caso del campo elettromagnetico A, la densita lagrangianal'l che

si puo usare per descriverne I’evoluzione ¢ ancora la (1.2.26), la quale
pero adesso, per il fatto che la massa € nulla e il campo & reale, diventa
L = L ¥ F 1.2.32
= ;" Fy, (1.232)
In questo caso, come ben noto, la condizione di Lorentz deve essere
imposta "ad hoc", restando poi ancora libero un grado di liberta di
gauge, per cui A, — A;L = A, + 0! con OI' = 0.

La condizione di Lorentz 0*A, = 0 esclude la possibilita del fotone
scalare, mentre l'arbitrarietd di gauge descrive il fatto che il fotone
non ha polarizzazione longitudinale.

11n realta, volendo che la densita lagrangiana £ sia tale per cui consenta di definire in
modo canonico la densita hamiltoniana (cioé la densita d’energia) nel sistema di Gauss o
di Lorentz-Heaviside, occorrerebbe piuttosto usare, rispettivamente

_ 1 nv _ 1 2 2
Lo = o F" Fo. = He = . (E + B ) (1.2.30)
1 1
Lin = — F* F,, = M= (E*+ B?) (1.2.31)

Poiché la differenza con la (1.2.32) ¢ sempre soltanto una costante moltiplicativa,
evidentemente, nulla cambia riguardo alle conclusioni circa le equazioni di moto.
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e Campo di Dirac

Una densita lagrangiana che descrive ’evoluzione libera del campo di
Dirac é la seguente:

L= 3 [P0 - @iy - mie (123

Usando questa Lagrangiana, derivando rispetto a 1, dalla (1.2.14)
otteniamo ’equazione di Dirac per il campo ), infatti si ha

—my — Ou(—iy"y) = 0 & (i9"0, — m)y = 0 (1.2.34)
mentre, derivando rispetto a 9, otteniamo ’equazione di Dirac per 1

—mv¢ — O(ivy*) = 0 & iy + my = 0 (1.2.35)

Talvolta, al posto della (1.2.33) si preferisce usare la densita lagrangia-
na seguente

L= iy @) — mup (1.2.36)

la quale conduce alle stesse equazioni di moto, differendo dalla prece-
dente per la quadridivergenza

AL = %au [yH ) ] (1.2.37)

la quale, tra I’altro, é nulla sulle soluzioni dell’equazioni di Dirac.
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1.3 Invarianze della Lagrangiana

1.3.1 Invarianza in valore

Sia L(¢“(z), 0,¢6%(x), x) una lagrangiana che descrive la dinamica dei campi
¢%, a =1,...,n. Consideriamo adesso una trasformazione locale dei campi
e delle coordinate, che ammette inversa, cioé tale che

re 2 o 2 =X (2); (1.3.38)
o= X(2) (1.3.39)
¢%(z) < (@) P(a)) = TY(o(x)) (1.3.40)
6%(z) = 0 (1(a")) (1.3.41)
Assumiamo inoltre che lo Jacobiano J della trasformazione di coordinate
J = 1|10,X"|| sia costante e che le funzioni X, X', ®*, U* ammettano derivata
prima.

Vogliamo verificare che la dinamica dei campi ¥® pud ancora essere otte-
nuta dal principio di minima azione attraverso una opportuna lagrangiana.
Iniziamo con il definire la funzione

LW 0,48 2") = £(9(1),0,2%1), X') (1.3.42)

La funzione £’ prende, ovunque, nelle variabili trasformate, lo stesso valore
assunto dalla lagrangiana originale £, per i campi e le coordinate non tra-
sformate.

Osserviamo che, date le relazioni biunivocche (1.3.40) e (1.3.41) fra i cam-

pi ¢ e v, una funzione 1/3 costituira una possibile descrizione della dinamica
dei campi 9 se e solo se TZ) = \I’(q?)) dove gZ; ¢ una opportuna soluzione delle
equazioni di Eulero-Lagrange per i campi ¢.
Se dimostriamo che, per qualunque 121 che descrive la dinamica del sistema
in un dato (arbitrario) dominio D', la variazione (attorno a questa soluzione
dell’integrale di azione, costruito usando L' come lagrangiana, ¢ effettiva-
mente nulla quando i campi vengono cambiati di un qualsiasi d1y, purché d1
risulti nullo sulla frontiera del dominio di integrazione D', allora avremo di-
mostrato che anche la dinamica dei campi ¥ puo essere derivata dal principio
di minima azione e che £’ & una'? possibile lagrangiana per i campi .

Questo teorema implica I'invarianza in valore della lagrangiana sotto
trasformazioni locali.

12Come sappiamo, la lagrangiana non ¢ mai unica poiché le equazioni dei campi non
cambiano se £ viene moltiplicata per una qualunque costante non nulla, sommata a una
qualsiasi quantita reale fissa o, pitt generalmente, con una quadridivergenza.
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Dimostrazione

Sia gﬁ una qualunque soluzione delle equazioni del moto in un opportuno
dominio D, e sia 1) = U(¢): i campi ¢ saranno dunque definiti nel dominio
D’ = X'(D). Valutiamo quanto vale la variazione

0 / WP o o) d'a! (1.3.43)
D/

quando i campi ©? vengono variati intorno a @@5 di un qualsiasi 6¢? tale che
81 = 0 sulla frontiera X’ del dominio di integrazione D’. Si ha

oL’ oL
U S B B 4 1
5 [ £dia /D [(wﬂéw + oy 00| d'e
Comunque, data la definizione di £', risulta
oL’ 0L 09" n oL  0(0,9°)
0P T 96700 T 3(0,0%) 0uP
oL’ B oL  0(0,9%)
9(0,¥P) 9(0u0™) 0(9,¥7)
percio
oL 0P« oL  0(0,9%) oL  0(0,9%)
5 E’d4’:/ + b2 5yb 4 12 ) o (0yP) b dta!
D v D { [3450‘ B 9(0,9%) oYP v (0,0%) 0(0,,1B) v (0%") .
ma
0P / 0(0,9%) oo« /
a__ 77 15 v M — v
ou® 507 oY’ 0, X" = B(@0P) 907 X
e quindi

o oL 00 9L 00,07 5. oL 0e0 oo
), L = { [aw 907+ 90,07 0P ]‘W’ G Al

Comunque, siccome evidentemente
0 X/V 8, =0
" v I

risulta che

o oL 080 oL 9(0,0°)] 5 OL 9D s\
O Jp B = /D/Haw 907 * 90,07 0P ]‘W T B0 o8 )y A

Consideriamo adesso il secondo termine dell’integrale di sopra: si ha

0L _02° o (5uf) — 0L _0%° o8| _ 548 oL 02°
38,0 ouP w0V = “[a@ma) 507 w] o0 Ou la@m W]
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L’integrale del primo termine puod essere riscritto come

oL 9a0 1 . L ’
/Dﬁ[( ¢a>aw55”d f,0 [ ¢a>8wﬁ5¢] J(e) &'

ma dato che abbiamo assunto che lo Jacobiano J(x) sia costante, l'integrando
risulta essere una quadridivergenza, quando espressa come funzione di x e
dunque, via il teorema di Gauss, pud essere trasformata in un integrale di
superficie sulla frontiera ¥ del dominio D. Comunque, poiché le funzioni
X e X’ sono analitiche, la frontiera di D ¢ mandata nella frontiera di D’ e
viceversa, cioé x € X <> 2’ € Y.

Quindi, le variazioni d7 che per ipotesi si annullano su ¥’, sono nulle anche
quando x € ¥ e, di conseguenza, 'integrale di sopra é nullo. In conclusione

o oL 00 oL 90,0)] 5 4 or 9o .,
Oy EhT = /D/Haw 007 90,07 0v8 ]5‘” O B avr || T

Comunque

9 oL @ _ oL 8<I>°‘+ oL 9 oL 0
(0u0™) OYP (Oup) P~ (o) T OpP
e poiche
5 09 0(0,9%)
Boys —  Oyp

semplificando otteniamo

s [ odty = J/{a‘c 00" 5, 0L 0% }M}Bd“
D

D dg ops - HO(9u0%) P

~ oL | 9 4
- J/{a¢a (8,@0‘)} Guz O dl (13.44)

Ma la quantita fra parentesi & nulla poiché i campi ¢ verificano, per ipotesi,
le equazioni di Eulero-Lagrange.

Resta cosi dimostrato che anche per i campi v evolvono secondo il principio
di minima azione, quando si prenda £ come lagrangiana.
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1.3.2 Invarianza in forma

Supponiamo che ¢ sia un campo scalare e consideriamo la trasformazione di
coordinate lineare e locale, descritta dalla generica matrice non degenere M.
Per definizione, si ha

oz o= Mz = :r’o‘:M.o‘Bxﬁ;
Ca = M = = (s
do(x) () o P) = V(o) = ¢(x)
: / (33’

¢(z) = (¢(a")) = ¥(a)

Chiaramente lo jacobiano J della trasformazione di coordinate & costante,
risultando J = [|M]|, e le funzioni ®, ¥ sono le funzioni identiche.
Partiamo dalla lagrangiana libera (1.2.18)

L= (0,0)(0"0) — m>¢? (1.3.45)

Vista 'invarianza in valore della lagrangiana sotto trasformazioni locali, se-
condo la equazione(1.3.42), la dinamica del campo v ¢ descritta dalla nuova
funzione lagrangiana

L', 0,0) = L), 0,8(¢)) (1.3.46)

O(y) = ¥
ap«q)&ﬁ) = 3u1/1(95,) = 81/1:Z) a,uX/V = M.V,u 81/’(/)

e quindi, sostituendo nella (1.3.46), otteniamo

L'(w,0,0) = (M, 8,0)(M%,0,¢) 0% — m*¢? (1.3.47)
dove 0"* = ¢"* = gy, = 0" & l'elemento (vu) del tensore metrico di
Minkowski. Con un poco di semplice algebra, abbiamo
CW.0,0) = M),M,0" (9,0)0,%) — m*y?
v o ! T 2,12
— v . / T 2 12
= MY, MF @) (0T — m*y (1.3.48)

e questa € la nuova lagrangiana relativa al "nuovo" campo .

Se la matrice M & una matrice di Lorentz e dunque descrive una trasfor-
magzione omogenea di coordinate che lega due riferimenti inerziali fra loro,
allora, poiché

(M—l)ﬁusz = M.“aMf = &P

«
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la lagrangiana £" diventa

L', 8,0) = (9,)(0"y) — m*y? (1.3.49)

e quindi la nuova lagrangiana L' dipende da 1 con la stessa dipendenza fun-
zionale secondo cui £ dipendeva da ¢.

In questo caso, diciamo che la lagrangiana é invariante in forma sotto la tra-
sformazione locale considerata.

Chiaramente la dinamica per 1 é descritta dalle stesse equazioni che descri-
vono la dinamica per ¢: la fisica dei due campi € la stessa.

E’ bene ora ricordare che, mentre la invarianza in forma della lagrangiana
implica che le equazioni di moto restino formalmente le stesse, I'inverso non
€ vero.

Per rendercene conto, consideriamo la lagrangiana di un campo scalare,
libero, di massa nulla

£ = (0,0)(0"9) (1.3.50)

ed effettuiamo una trasformazione locale che sia una dilatazione uniforme
delle coordinate (trasformazione di scala),

v a2 = X(2) = A = 2=\
r=X() =21 = 2% ="l
P(x) & (a) : Y(') = V(d(x)) = ¢(x)
¢(x) = 2(¥(2")) = ¢(2')

Chiaramente lo jacobiano J della trasformazione di coordinate é costante,
essendo J = [|AY]|, cosi come le funzioni ®, ¥ sono, di nuovo, le funzioni
identiche. Si ha

o) = ¢,
0. 2(1) = Oui(a’) = O 8X" = N9,

percio dall’invarianza in valore ricaviamo che la nuova lagrangiana per il
campo ¢ risulta

L', 0,0) = L), 0,2(¥)) = A (9,1)(0"¥) (1.3.51)

Poiché le equazioni di Eulero-Lagrange sono omegenee in £, il fattore A? in
(1.3.51) ¢ irrilevante, per cui la dinamica del campo v é ancora descritta
dall’equazione di Klein-Gordon per massa nulla, cosi come per il campo ¢
anche se, evidentemente, la lagrangiana (1.3.50) non ¢ invariante in forma
sotto la trasformazione locale di cui sopra !
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1.4 Teorema di Noéther

Abbiamo visto che, sotto ipotesi molto generali, una trasformazione locale
lascia la densita lagrangiana invariante in valore, i.e.

L', 0,0) = L), 0,8(¢)) (1.4.52)

In alcuni casi, puod anche risultare invariante in forma, i.e.

L', 00) = LOW),0,2(1) = L(v,8,) (1.4.53)

In questo caso diciamo che la trasformazione locale agisce come una simmetria
per il sistema fisico che stiamo considerando. Una delle conseguenze, come
abbiamo gia messo in evidenza, é che le equazioni di Eulero-Lagrange per i
campi trasformati 1 coincidono formalmente con le equazioni del moto per
i campi ¢.

Se la densita lagrangiana é invariante in forma sotto un gruppo di Lie
di trasformazioni a m parametri, allora il teorema di Noéther afferma che ci
sono m quadricorrenti conservate.

Figura 1.1: Emmy Amalie Noether (1882-1935)
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Prima di dimostrare il teorema, ricordiamo che un gruppo'? di Lie G a
m parametri é un gruppo topologico in cui, almeno in un opportuno intorno
aperto dell’identita e, i suoi elementi g possono essere descritti analiticamente
in termini di m parametri reali'4, ovvero g = g(wi, ..., wm).

Senza perdita alcuna di generalita, si pud assumere che i parametri (w)
siano tali per cui

g(0) =e (1.4.54)

Assumeremo altresi che esista una rappresentazione fedele (cioé biunivoca)
del gruppo G in un’algebra di operatori lineari opportuna A.

Indichiamo con A(w) l'operatore corrispondente al generico elemento g(w)
di G: la (1.4.54) implica che

A0)=1 (1.4.55)

dove I é I'operatore identico. Usando adesso ’analiticita della descrizione del
gruppo e quindi della sua rappresentazione fedele, ecco che potremo scrivere
in generale!®

A(dw) = T — i dwy, X" (1.4.56)
dove gli operatori X* sono, a loro volta, definiti dall’equazione

0A(w)

Xk =
8wk w=0

(1.4.57)

e costituiscono i generatori della rappresentazione data.

Poiché, fissato (w), per definizione di rappresentazione fedele, esiste uno e
un solo elemento di G che viene individuato da quel set di parametri, anche
la funzione A(w) dovra essere iniettiva, per cui gli m generatori definiti dalla
(1.4.57) risultano necessariamente indipendenti.

Sophus Lie ha dimostrato come i generatori possano essere definiti anche per
il gruppo astratto senza far ricorso alle sue rappresentazioni: i gruppi per
cui questo accade sono appunto i gruppi di Lie; ma non é questo il luogo per
trattare questi aspetti formali, anche perché l'interesse fisico per i gruppi
passa sempre, in ultima analisi, attraverso loro rappresentazioni.

13Per maggiori dettagli sull’argomento, vedi quanto riportato nel Vol.I al riguardo.

e, evidentemente, una enorme liberta di scelta riguardo al modo di effettuare la
parametrizzazione degli elementi del gruppo, 'unico vincolo restando quello per cui, dati
comunque wi € wz nello spazio dei parametri, allora dovra essere che se g(w) = g(w1) g(w2)
la funzione w = Q(w1,w2) dovra essere analitica.

158j osservi che un’analoga relazione per il gruppo astratto non sarebbe stata possibile
in quanto nel gruppo non ¢é definita ’operazione di somma, mentre, ovviamente, essa é
definita nell’algebra operatoriale.
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Riprendiamo dunque la rappresentazione fedele A(g) di cui sopra.
Abbiamo visto che, in prossimita dell’identita essa é completamente definita
dagli m generatori indipendenti X*.

Ma che accade se ci allontaniamo dall’identita in modo significativo 7

Data ’ampia liberta di scelta riguardo alla parametrizzazione del gruppo gia
messa in evidenza, possiamo cercare di definire una maniera di "allontanarci"
dall’origine tale da condurre a risultati particolarmente semplici quanto alla
forma analitica della parametrizzazione stessa.

Consideriamo per questo una generica trasformazione infinitesima

A(dw) =1- idwk Xk (1.4.58)

e immaginiamo di innalzarla a una potenza opportuna, peraltro qualsiasi:
evidentemente, per la proprieta della legge di moltiplicazione all’interno del
gruppo, questa operazione conduce comunque ancora a un opportuno ele-
mento del gruppo stesso. Questo fatto suggerisce allora un possibile modo
di parametrizzazione degli elementi del gruppo, tale che

n
A(w) = lim (1 ik Xk> elwX (1.4.59)
n—o00 n
che ¢ appunto la cosiddetta rappresentazione esponenziale, la quale, per
quanto detto a proposito dello spazio dei parametri, deve essere senz’altro
possibile, almeno in tutto un intorno aperto e connesso dell’identita .
Questo risultato é importante in quanto riduce la descrizione completa della
generica rappresentazione'® del gruppo su un’algebra operatoriale alla sem-
plice conoscenza dei suoi generatori, i quali costituiscono in modo naturale,
uno spazio vettoriale!” sul corpo reale.
Se adesso consideriamo una direzione determinata nello spazio dei parame-
tri da un qualsiasi versore w, possiamo allora considerare la famiglia degli
operatori fl()\) = e “Xk In questa famiglia la legge di moltiplicazione &
particolarmente semplice, risultando!'®

~ A~ ~

A) AQ) = A\ + Ao) (1.4.61)

16 A rigore quanto stiamo dicendo vale per le rappresentazioni su algebre operatoriali
della rappresentazione fedele; ma siccome questa é isomorfa al gruppo, vale anche per le
rappresentazioni su algebre operatoriali del gruppo astratto.

7Come vedremo, questo spazio lineare dei generatori, con I'operazione di composizione
interna rappresentata dal commutatore, assume la struttura detta di algebra di Lie.

8Infatti, definito I'operatore X = & X}, risulta evidentemente che

An) AQg) = e X giha X Zir X)) Zis (A X)* G2 X (1 4 60)

r! s!
>0 s>0

dove 'ultima eguaglianza discende direttamente dal fatto che, evidentemente, si ha

n |
X +22X)" =) kl(nn; k)! OaX)"aX)"0
k=0 ’
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Ma se moltiplichiamo, invece, elementi della rappresentazione fedele del
gruppo relativi a "direzioni" differenti nello spazio dei parametri, il parame-
tro che individua I’elemento prodotto risultante, in generale, non & espresso
in modo altrettanto semplice in termini dei parametri che individuano i suoi
"fattori".

Possiamo comunque dire di nuovo che, almeno in un intorno opportuno
dell’identita, dovra essere

io X . eiﬁsXs — eiéij CiOe, eia-X . eiﬁ-X _ e’i(S-X (1462)

e

per una opportuna direzione 0 = (J;), funzione solo delle due direzioni ini-
ziali a = (ag) e f = (Bs). La teoria dei gruppi di Lie mostra che questo
pud accadere se e solo se lo spazio vettoriale dei generatori é chiuso sotto
I'operazione di commutazione, ovvero se e solo se accade che

(Xg, Xs] = —iCJ, X (1.4.63)

dove i C’i . sono coefficienti reali, detti costanti di struttura del gruppo (vedi
Vol.I) che caratterizzano il gruppo una volta fissata la base (Xj).

Le costanti di struttura'® in un gruppo di Lie riassumono, in buona sostanza,
la legge di moltiplicazione nel gruppo.

Ma torniamo adesso al punto da cui siamo partiti, cioé alla dimostrazione
del teorema di Noéther.
Supponiamo allora che sia dato un gruppo di Lie G a m parametri (reali) G =
{g(w)} e supponiamo altresi che siano assegnati opportuni campi ¢*(x) dove
a = 1,...,n. Ammettiamo quindi che il gruppo G descriva trasformazioni
locali sui campi assegnati, tali che, per trasformazioni infinitesime, risulti

r—2 2P =2 + E(x) dw, = 2" + St (1.4.64)
() = v(@) ) = (05 + T dwa) ¢°(2) = 0°(2) + 66°(@)  (1.4.65)

Supponiamo ora che la dinamica dei campi sia descritta dalla densita lagran-
giana £ = L(¢%, 0,9, x) e assumiamo che essa sia invariante in forma sotto
il gruppo di Lie delle trasformazioni di cui sopra. Questo significa che essa
lo sara, in particolare, per trasformazioni infinitesime.

Consideriamo allora 'integrale di azione

/ L', 0, a')d*a’ (1.4.66)
Dl

A causa dell’invarianza in valore della densitd lagrangiana, questo integrale
coincide con l'integrale di azione per i campi non trasformati, calcolato nel

¥Come abbiamo detto, fissata la parametrizzazione, le costanti di struttura non di-
pendono dalla rappresentazione ma solo dal gruppo. Pero, cambiando parametrizzazione,
ovvero, in altri termini, cambiando base nello spazio dei generatori, queste, evidentemente,
possono cambiare!



26 CAPITOLO 1. CENNI DI TEORIA DEI CAMPI CLASSICA

dominio non trasformato D, usando la densita lagrangiana originale, ovvero
risulta

/ L', 0,0,2") d*a = / L(¢, D, x) d'x (1.4.67)
D D
Comunque, essendo £ invariante in forma, £’ = L, per cui si ha

| gwopads = [ coopwde = [ cwo.a)da

dove 'uguaglianza fra il primo e il secondo membro vale a causa dell’invarian-
za in valore, mentre quella fra il primo e il terzo vale a causa dell’invarianza
in forma della densita lagrangiana.

Siccome la trasformazione € infinitesima, possiamo scrivere

/mu,ayw, )dba! — /£¢, 0,0, ) x+/ (6, By, 2)62” do,

dove X ¢ la frontiera del dominio D e nel secondo integrale abbiamo sostituito
1) con ¢, approssimando cosi la densita lagrangiana all’ordine zero, dato il
fatto che l'integrando contiene gia il fattore dx”, che & gia infinitesimo del
primo ordine.

Allo stesso ordine di approssimazione, si ha anche che

W) = P) - 0u® B = ¢%(x) + 66° () — B, (x) Oa*
6°(2) + (T8 ¢°(2) — 0,0°(2) Th(x)) dwa = ¢*(x) +56°(2)

e percio

_ a o o N gh a fe% 4.
0 = /ch(w L0, o) da /Dﬁ(qﬁ,aygb,:c)dm _

_ / LO®, D0°, ) die + / L(6%, 8,6, 2)8a” do, — / L(6,0,4%, x) d*z

_ /c¢a+5¢ L 0,(6% +36%), z x+/£¢ ,0,6%, 2)6a” do, —
| £.0,6% 0 d'
D

da cui, prendendo la differenza fra il primo e il terzo addendo e trasforman-
do all’indietro, via il teorema di Gauss, I'integrale di superficie su ¥ in un
integrale di volume su D, si ottiene

oL oL
0:/5‘*—4—650‘74—855# dz (1469
Comunque, dalle equazioni di Eulero-Lagrange per i campi ¢, sappiamo che
oL L

S . -
96— M 0(0,07)

(1.4.68)
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percio

~., 0L - oL — oL — oL
0p* 0, (00 = 00" 0y=—r— 0, (00"

P ogn T 0N g T 00 g, T Y

Usando questo risultato nella equazione (1.4.69), finalmente otteniamo

- o \
0 — /Dau {5¢ 50,57 +[,6:1:“}d . (1.4.70)

Poiché il dominio D é qualsiasi, questo risultato implica che

- oL
d, {W“ N +£5:L‘“} =0 (1.4.71)

Ma siccome

057 = (I6°(x) — 0,6°(2) Eilx)) duwa (1.4.72)

ozt = A¥(x) dw, (1.4.73)
abbiamo

a . f « —v oL =l _

O § [T 6° (@) = B,6°(2) EL(a)] D) FLE2) S dwg = 0 (1.4.74)

Poiché i parametri del gruppo di Lie dw, sono tra loro indipendenti, questo
risultato implica che, se definiamo (abbiamo cambiato di segno ...) le m
quadricorrenti seguenti

o __, EH(x) (1.4.75)

Oiw) = [T d'() + 0,0°(@) Zw)] g — L2

allora ognuna di esse é separatamente conservata, cioé soddisfa ’equazione
(di continuita)

9,08 (z) = 0 (1.4.76)

e questo ¢ appunto quanto afferma il teorema di Emmy Noéther.
Ricordiamo adesso che

0 0 =

quindi, definendo analogamente O = (62, @)a) abbiamo

9,08 =0 — ;@%ﬁéa:o (1.4.78)

_ 9, |5e”
8(8,0%) a"“

oL
9(0,9%)

|
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Integrando in tutto lo spazio, risulta quindi

9 3. 90 3.9 . 3

g d’zO,(x)+ [ d’zV -O4(x) =0 (1.4.79)
Ma il secondo integrale, via il teorema della divergenza di Gauss, puo essere

trasformato in un integrale di superficie all’infinito e se assumiamo che i
campi si annullino propriamente, esso é nullo, per cui, posto

Qt) = /d?’w@g(m) E/d3x®2(t,a§’) (1.4.80)

la grandezza fisica Q(t) risulta conservata dalla dinamica, ovvero si tratta di
una costante del moto.
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1.4.1 L’invarianza sotto il gruppo di Poincaré

Iniziamo supponendo che la densita lagrangiana £ = L(¢%, 0,¢%) sia inva-
riante in forma per traslazioni spazio-temporali (e per questo ¢ sufficiente
che non dipenda esplicitamente dalle coordinate ... ).
Il gruppo di Lie di simmetria ¢ dunque il gruppo delle traslazioni e le
trasformazioni da considerare sono quindi le seguenti

c—a . at =zt +at (1.4.81)
() = ¥2(&) = 6°() (1.4.82

che, riscritte per trasformazioni infinitesime nel linguaggio che abbiamo usato
in precedenza, diventano

. Th =zt + oF dw® (1.4.83)
¢%(z) = () = ¢"(x) (1.4.84)
Nelle notazioni usate per dimostrare il teorema di Noéther, abbiamo quindi
ag = 0;  Ef(z) =4} (1.4.85)

dove a ¢ un indice che va da 0 a 3 e descrive appunto i quattro gradi di
liberta di traslazione. Dalla (1.4.75) abbiamo allora che le quadricorrenti
conservate, individuate dall’indice a = v, sono le seguenti

oL oL

da cui segue, per quanto detto prima, la conservazione delle quattro quantita

oL

P,(t)= [ d®x 67 :/d3 (a “—£5°> 1.4.87

V( ) / € y(x) xr V¢ 8(80¢a) v ( )
Non ¢ difficile, adesso, riconoscere nel tensore OF definito dalla (1.4.86) il
consueto tensore energia-impulso?’, ovvero il tensore degli sforzi

oL o oL

T() = dongm) PO T Lo = (@) = 8(8,,0) g’
per cui il teorema di Noéther mostra come la conservazione del quadrim-
pulso?! in un sistema isolato sia conseguenza dell’invarianza (simmetria) per
traslazioni della densita lagrangiana del sistema considerato.

20¢fr. J.D. Bjorken, S.D. Drell: Relativistic Quantum Fields, pag. 18
Si osservi che, per come ¢é stato definito, il tensore degli sforzi T,, = 0,.,0, non é
necessariamente simmetrico.
2'La componente temporale del quadrimpulso ¢ naturalmente I’energia e la sua densita,
ovvero la densita hamiltoniana, ¢ data dunque da
oL

_00_ _ Y~ a <0
H =00 = 5rg.gmy 00" — 80 L (1.4.89)

(1.4.88)
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Prima di continuare, osserviamo che, usando il tensore (1.4.86) e la defi-
nizione (1.4.88), possiamo riscrivere in modo piu semplice anche la (1.4.75),
mettendo in evidenza, nella corrente conservata, il contributo legato alla tra-
sformazione che avviene sulle coordinate e a quello legato ai campi stessi.
Risulta cosi che le correnti conservate possono essere riscritte come

Ols) = [T50°(x) + 0.0°(w) ZHle)] gt — £Zh(o) -
o oL -
= I ¢ﬁ(x)W+T’;(x) Eh () (1.4.91)

Vediamo adesso quali sono le conseguenze che derivano dal teorema di
Noéther quanto all’invarianza in forma della densita lagrangiana sotto il
gruppo di Lorentz.

Per ipotesi, la legge di trasformazione locale che lascia invariante in forma
la densita lagrangiana ¢ adesso la seguente

T (1.4.92)
¢* () = ¢(2') = S(A)% ¢" (x) (1.4.93)

dove S sta a indicare 'opportuna rappresentazione del gruppo di Lorentz
che agisce nello spazio n—dimensionale delle componenti del campo ¢* dato.
Ricordiamo che il gruppo di Lorentz (ortocrono proprio) ¢ parametrizzato
come gruppo di Lie nel modo seguente

A = ezwast™ (JOPY = —j (590 58 — §Pr5%)  (1.4.94)

S S(A) = ed e =, (1.4.95)

dove wqg sta per la matrice reale antisimmetrica dei parametri, mentre J of
e X% sono i generatori, rispettivamente, della rappresentazione del gruppo
di Lorentz sull’algebra operatoriale che agisce sui quadrivettori e su quella
che opera sulle componenti del campo assegnato.

Come si vede, H ¢ la somma di due termini: il primo, che & il termine cinetico ¢, in
generale, intrinsecamente tensoriale (ovvero non diagonale), mentre il secondo ¢ semplice-
mente proporzionale al tensore metrico (componente (00)) attraverso lo scalare di Lorentz
rappresentato dalla densita lagrangiana L.

Nel caso in cui sia presente una interazione, se la densita lagrangiana che la descrive
non contiene accoppiamenti derivativi e quindi non ci sono ulteriori contributi al termine
cinetico "libero", ecco dunque, come abbiamo gia avuto modo di osservare, che risulta

Hi(z) = —L1(2) (1.4.90)
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In termini di trasformazioni infinitesime, risulta allora

' 1 A
x—a: h=1t+ 5 Wor (J"T)M x” (1.4.96)

v

1 . \a
¢%(@) = ¥°(2) = 67(2) + 5 wpr (Z”)ﬁ ¢F  (1.4.97)

dove abbiamo posto??
JrTo= g = (jﬂf)“ = (5P 6T —67H§P)  (1.4.98)
STo= inrT (1.4.99)

Nelle notazioni (1.4.64) e (1.4.65), le (1.4.96) e (1.4.97) implicano®?, eviden-
temente, che

(BT = (jpr)“ 2% (T )ap = (5F7)% (1.4.100)

.V

per cui, usando la (1.4.91), possiamo concludere che sono conservate le
seguenti sei correnti

() (x) = —(im)?gqﬁ(x)a(g;a)+r@(x) (J”) 2V (1.4.101)

ovvero, cambiando di segno, abbiamo infine

oL

(©7) (z) = (XA)PT)?B ¢ﬁ($)m — TH (z) [6P7 67 — 677 8P) ¥ =
oL .
= a(au¢a) (EPT)?B (ZSﬂ(x) — T#P(m) 7 + T“T(x) 7P (1.4'102)

Il teorema di Noéther, come sappiamo, assicura che le sei quantita seguenti

Q"= [ds©m) (@)

sono conservate dalla dinamica.
Vediamo adesso qual ¢ il loro significato fisico.

22Per la rappresentazione S = S(A) non abbiamo, a priori, niente di simile al ten-
sore metrico per agire sugli indici. Comunque, per semplice similitudine con il caso
quadrivettoriale, abbiamo posto per definizione

S(Mas =S(N)% = (D)as =(2)%

Gli indici « e B sono quindi, rispettivamente, gli indici di riga e di colonna e vanno da 1
ad n, dove n ¢ il numero di componenti del campo.

238 ricordi ancora una volta che wpr € dunque JPT e $P7 sono entita antisimmetriche
negli indici (p, 7), e dunque il fattore 1/2 serve semplicemente a compensare questo fatto



32 CAPITOLO 1. CENNI DI TEORIA DEI CAMPI CLASSICA

Poniamo dunque

rt = (t,7) = (t,z,y,2);
Piz) = (P°(@), P(x)) = (T%(2), " (2), (), T%(x) )

dove PH(z), per quanto detto sopra, rappresenta la densita di quadrimpulso.
Definiamo quindi

B = (%) @)= g 5% 0% (@) + Ty = T%a) o =
= S1+(Fx Px)), (1.4.103)

hie) = () (0) = g B 0@ + 1) 2 = T%(a)a =
= S+ (7x P(a), (1.4.104)

Ba) = (02)° (@) = g (B 6°(0) + T%a) o — T o)y =
= S3+ (7 x ﬁ(x))g (1.4.105)

ovvero (le componenti ﬁk (z) stanno, nella formula che segue, per le densita
delle componenti spaziali di P*(z) = T%(z) ...)

Tiz) = %eijk CANCE
%eijk {a(gofz)a)@jkm &P (x) + Py(x)r; — Pj(x) rk} (1.4.106)

in cui riconosciamo la densita di momento angolare totale associato al campo,
costituito sia dalla parte orbitale (7_" x P (:n)) che da un termine di spin S del
campo, legato alle ﬁ], cioé alla rappresentazione del gruppo delle rotazioni

nello spazio delle componenti del campo stesso.
La conservazione della quantita integrale

/dgzc Ji(x)

esprime dunque la conservazione del momento angolare totale (orbitale e di
spin) come conseguenza dell’invarianza in forma della densita lagrangiana del
sistema sotto il gruppo di Lorentz (e quindi sotto il gruppo delle rotazioni).
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Le altre tre quantita conservate a causa dell’invarianza sotto il gruppo di
Lorentz provengono dalle seguenti densita

Ki(z) = (@01)0 (z) = a(goia)(im)éﬁ ¢ () + T (z)t — T(z) z (1.4.107)
Ko(z) = (@02)0 (z) = a(;ﬁqﬁ%(im)% P (z) + T%(2)t — T(z) y (1.4.108)
Ks(z) = (@03)0 (z) = a(g(fba)(i%)?ﬁ ¢ (z) + T ()t — TO(z) = (1.4.109)
-x—iaﬁ 00 ¢ (&) + Pi(x) t — PO(x) 7
Ki(e) = 5050 &5 6°@) & Bayt = Pa) (1.4.110)
Se definiamo allora

— oL SUUAY?
oit) = /d% S ¢ @) (1.4.111)
P(t) = /d?’:z; Pi(x) (1.4.112)

31: 0 ) 7

7= W = /d% PO(z) 7 = 7(t) P°(t)  (1.4.113)

ecco che, da quanto sopra, segue che, qualunque sia ¢ = 1,2,3, la somma
delle tre quantita

Bi = o4(t) + t Py(t) — 7:(t) PO(t) (1.4.114)

¢ indipendente dal tempo e dunque le tre B; sono separatamente costanti del
moto.

Nel caso particolare di un campo scalare, per il quale il termine o; & assente
essendo nulle le i abbiamo che

B; =t B(t) — 7(t) P°(t) (1.4.115)

la quale, quando ci sia anche invarianza per traslazioni spazio-temporali e
quindi P e PP siano anch’esse costanti del moto, finisce per esprimere sem-
plicemente la costanza della velocita del moto del centro di massa del sistema
dei campi considerato.
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1.4.2 Applicazione al campo elettromagnetico libero

Vediamo adesso, nel caso del campo elettromagnetico (libero), la forma as-
sunta dalle correnti conservate legate all’invarianza in forma sotto il gruppo
di Poincaré della densita lagrangiana che descrive la dinamica del campo
stesso.
Poniamoci nel sistema di unitd di misura di Gauss, nel quale la densita
lagrangiana del campo elettromagnetico da cui partiremo assume la forma
seguent624
1
L(x) = ——— Fu(z) F*"(x) (1.4.116)
167

invariante in forma, evidentemente, sia per traslazioni spazio-temporali che
per trasformazioni di Lorentz.

Dall’invarianza per traslazioni spazio-temporali, secondo la (1.4.86) e la
(1.4.88), ne discende la conservazioni di quattro correnti legate al tensore
degli sforzi nel modo seguente

oL

8”Tuy<l‘) = 0, TPLV = m

8, A% — 8, L (1.4.117)

il cui significato fisico, come noto, € che le quattro quantita conservate

P, = /d% Ty, () (1.4.118)
costituiscono le componenti covarianti del quadrimpulso associato al campo
elettromagnetico.

Piu esplicitamente abbiamo che, essendo
oL 0 1
= —— (0,4, — 0,A,) (OFAY — 9VAH)| =
(0P A) (0P A) [ 167 (DA = 0 Au) )
1 1
= —— 4F,,=——F 1.4.119
16 ™ 4 =P ( )
risulta che
1
Ty = 1 Fuo 0,A% = 6,,L (1.4.120)

Fua 0,A% = Fouo(8,A% —0°A,) + Fa %A, =
= FuuF4 0% (Fua A)) — (0%Fu) A, (1.4.121)

21Come abbiamo gia osservato, questa densita lagrangiana non & comunque sufficiente
a definire completamente le equazioni di moto: occorre imporre separatamente sia la
condizione di Lorentz (9, A" = 0) che quella di arbitrarieta di gauge (A* — A* 4+ 9*T" con
or =0).
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D’altronde, usando sia le equazioni di moto (ovvero OA* = 0) che la condi-
zione di Lorentz (ovvero 0" A, = 0), risulta

0%Fluq = 0% (0,Aq — 00Ay,) = 0,0%Aq —0A, =0 (1.4.122)
quindi abbiamo infine che
1
T = ~In {Fua F,)* + 0% (Fua Ay) + 476, L} (1.4.123)

Osserviamo che il tensore degli sforzi 7, di cui alla (1.4.123) non ¢ simme-
trico a causa della presenza del termine tensoriale II,,, definito come

1
My = =1 0 (Fua 4)) (1.4.124)

Questo termine ha le seguenti caratteristiche

e non é gauge-invariante (nessuna meraviglia: la condizione di invarian-
za di gauge, come sappiamo, deve essere imposta "ad hoc" e non &
una conseguenza delle equazioni di moto determinate dalla densita
lagrangiana);

e soddisfa esso stesso la condizione di conservazione 0# 11, = 0, come &
ovvio dal fatto che

1
O My = == 00" (Fua Ay)

ed il tensore di Maxwell F),, ¢ antisimmetrico;

e il contributo al quadrimpulso P, ci cui alla (1.4.118) proveniente da
questo termine ¢ comunque nullo, infatti

1
/ Bz Iy, (z) = —— / d3x 0% (Foo A)) =
47
1 .
= —— [ P20 (Fy A) = 1.4.12
o [0 (A =0 (aa25)
dove abbiamo usato il fatto che Fyo = 0 e che I'integrando 9° (Fp; A,)

& una divergenza per cui il suo integrale é nullo per via del teorema di
Gauss, almeno se i campi si annullano propriamente all’infinito.

Possiamo quindi, limitatamente al calcolo del quadrimpulso del campo, usa-
re, al posto del tensore T}, di cui alla (1.4.123), il tensore simmetrico 7},
cosl definito

. 1
T = I {Fua F,* + 41 6,,L} (1.4.126)
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Vediamone la forma esplicita.
Iniziamo ricordando che, in termini del campo elettrico £ e del campo
magnetico B, abbiamo

0 —E, —Ey — Es
FH = QRAY — 9V AF = g; %B_EE” _%1 (1.4.127)

Es -Bs B 0

per cui ne segue che

1

L(x) = ~Tom

F () F* (1) = =36 (-

™

mentre risulta

FuaF)® = FuuF,p0f* =FFF,=—FFF, =

2E? 4 2B%) = 8i (E?-B?)  (14129)

0 —FE, —Ey — F3 0 E E, FE;s
o _/El 0 Bz — DB -Ey 0 —Bs By |
- —7E2 — Bg 0 Bl —E2 Bg 0 - Bl -
—E3s By, —B1 0 —E3 —By, By 0
FE? + E2 + E2 E3By — F2Bs E\Bs — E3B; E>Bi — E1 By
_ 3By — E9Bsg — E% + B% + B% — F1Ey — B1By — E1E3 — B1Bj
'Bs — EsB; — E1FEy — B1 B> B? —E?+ B2  — EyFE3— ByBs
EyB) — E\By —FE\E3— BBy —EyE3— ByBs  B?+ B3 — E2
per cui abbiamo
Too = ——o (FouFi® +4mL) — —— gy BB 1 (E?+B?) (1.4129)
00 = Ty Woalo TETES =T 2 8 -
Tor = —— [Foali®) = —= [~ (B3Ba — EoBy)) = —— (B x B) (1.4.130)
01 - A Oal’q — A 32 2D3)| — A 1 B
R 1 | 1l o
T = — o [FoaF3") =~ [~ (B\Bs = EsBy)] = — (E 3)2 (1.4.131)
R 1 | 1l =
To = o [FoaFi®] = = [~ (B2Bi — E1By) = — (E x 3)3 (1.4.132)

ovvero, passando alle componenti controvarianti P¥ del quadriimpulso con-
servato, ritroviamo il risultato ben noto dalla teoria di Maxwell, secondo la

quale
E2+B2
3 34T ( 3
47T/d ( : ) /de /deO =

= /d3a: Tg¥ (x) (1.4.133)

PV
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Veniamo adesso alle quantita conservate in conseguenza dell’invarianza
sotto il gruppo di Lorentz (ortocrono proprio) e iniziamo dal momento an-
golare.

Chiaramente la trasformazione che lascia invariante in forma la densita la-
grangiana (1.4.116) ¢é la seguente

z = oz =AM Y (1.4.134)
A%z) — A(@) =A% A% (2) (1.4.135)

e dunque, in termini di trasformazioni infinitesime, abbiamo

, 1 .
roo = S (Jm)" & (1.4.136)

.V

1 N a
0(2) = U = @)+ (27) 60 (14137)
dove, ricordando la (1.4.98), risulta

(Jm)" = (2m)" = (o op — o7 p) (1.4.138)
Quanto alla densita di momento angolare, per la (1.4.106), essa é evidente-
mente data dall’espressione
1 oL Sk o 0k 05

{8(80/10‘)(2] ).,BAﬁ(x) + T (z)r; =T () Tk} =

1 1 A . A
= — ek {—47TF_0a (670% — o™6%) A7 + T (2) rj — T (@) 7y

1 1 - . ,
= SEijk {_471 (FOJAk - FOkA]) +T%(2)rj — TY () rk} =

1 1 , ‘ .
= 5€ijk {_471 <—EjAk + EkAj) + 1 T () — 7y, TOJ(JJ)} =

1 1 . . .
= 3k {477 (EJAk - EkAJ) + 1 T () — 73, TY (az)} (1.4.139)

—

Nell’espressione precedente ¢ di nuovo presente un termine lineare nei po-
tenziali e dunque a priori non manifestamente gauge-invariante.
Inoltre, per come si arriva all’espressione precedente via il teorema di Noé-
ther, le densita di quadriimpulso T%(z) sono quelle relative all’espressione
completa (1.4.123) e non a quella simmetrizzata (1.4.126).

Ma, sempre per le relazioni (1.4.123), (1.4.124) e (1.4.126), risulta che

T (z) = TH (z) + 1" (z)  con TIM(z) = —ﬁ@a (FHe AY) (1.4.140)

e dunque

i TO%(z) — 7, TY () = 7 T () — 7, TY (2) + 7 1T () — rpy TT% () (1.4.141)



38 CAPITOLO 1. CENNI DI TEORIA DEI CAMPI CLASSICA

Ma ricordando che il tensore di Maxwell F#¥ & antisimmetrico e che
F% = _FE' abbiamo che

[ I () — 7 1% (2)] = 1) O (FOAR) = 1y 0 (FO2 A7) =
=150 (FUAF) =740, (FUAT) = 0; (r PO A" — r PYAT) — (5 FO AF — PV A7) =
= 0y (ry Y AR~ FOAT) — (BT AF 4 R AT) =
=i (r P A — PO A7) 4 (B7 AY — BF A7) (1.4.142)
ovvero risulta

. 1 . . 1 :
Py 0% (2) = 1% (2) = —— [B/AY — BFAT| — =y [ PO AR — PO AT | (1.4.143)
4 4

Tornando adesso alla densita di momento angolare (1.4.139), si ha

- %eijk {41 (B AR — B A7) 4 7y T () — 1y, T (x)} -

= Seijk {47r (EJAk EkAJ) + 7 T () — 1 TY (2) + {rj 1% () — 7y, Hoj(x)}} =

—_

o 1 ) .
. 7 Ak k AJ Ok 07 o J Ak _ ok AJ
_2%{4 (BiA EA)+TT — 7, T () 47T[EA E* AT

1 0l gk ol
— -0 [ FOLAF — AT

1 . .
= §€ijk {Tj TOk(CL') — Tk TD] (1‘) - 4*5'[ [T’jFOlAk — TkFOIAJ} } (1.4.144)
™

Questa densita é fatta di due parti di cui la seconda é una pura divergenza
che, se i campi di annullano propriamente all’infinito, non dara contributo
all’integrale esteso a tutto lo spazio. Possiamo quindi, ai fini del calcolo del
momento angolare complessivo, cioé della quantita che é conservata in virti
dell’invarianza per rotazioni, effettuare la sostituzione seguente

1 ) - 1 ,
Ji(x) = ik {rj T%(x) — rp, TY (z) — Eﬁl [TjFOZAk — TkFOZAJ}} —

- Ji(z) = %eijk {rj T% (z) — r), T% (:z)} (1.4.145)

e ritroviamo cosi, anche per questa strada, 1’espressione canonica del mo-
mento angolare del campo elettromagnetico, costruito nel modo consueto
attraverso il solo contributo del tensore degli sforzi simmetrico T'.
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Veniamo infine alle altre tre "correnti" conservate legate all’invarianza in
forma della densita lagrangiana del campo elettromagnetico per trasforma-
zioni di Lorentz, e precisamente quelle legate ai boost.

Le tre densita (1.4.110) il cui integrale esteso su tutto lo spazio risulta essere
una costante del moto, sono

oL

4 — 7= 0y 4B 0i 00/, =
K;(x) 8(80140‘)(2 )05 A% () + T (x) t — T () 75 (1.4.146)
OVVero
1 A A ,
Kife) = g Fhle) (085 ™) 4%() + T0(r) ¢ = (@) 7 =

= (FP@) A (@) ~ @) A%)) + T (@)t~ T%(2) 7 =

1 . . R )
= ZFOZ(Q;)AO + T%x) t — T(x) 7 4+ T (z) t — T1%(z) 7 (1.4.147)
7iy

ma

4 [t 11 (2) = 7y 1 (2)] =t 00 (FOAT) = 13 0 (F™*A°) =

= t0; (FYAT) =7, 0; (FYA°) = 0; (tFY A" = 7, PO A°) 4 §]F9 A" (1.4.148)
e dunque

1 L . .
Ki(x) = EFoz(m)AO + Toz(x) t— Too(x) 7+ Hoz(x) t— Hoo(az) T =

L ei 0 g0 00 0F 4% .. 10j 40 L 0i 40
= FUAY TV (a) T()n——({)(tF Al = F A)—EFA_

= T%)t — T%(x) 7 — %aj (tF% AT = 7y PO A7) (1.4.149)
7

Di nuovo abbiamo che uno dei due contributi ¢ una pura divergenza, per cui,
sulla base degli argomenti gia considerati a proposito del momento angola-
re, ai fini del calcolo delle costanti del moto, possiamo di nuovo operare la
sostituzione

Ki(z) = TY%@)t—T%(2)7 — —8 (tF9 AT =P A%)
- Ki(z) =T%x)t —TOO( ) 7 (1.4.150)
da cui, definendo al solito il baricentro dell’energia elettromagnetica come
a3z Tz
gz AL T @) /d%: TO() 7 = 7;(¢) P° (1.4.151)
[ d3z Too

si ricava che possiamo scrivere le costanti del moto B;, definite a partire
dalle densita K;(z) integrate in tutto lo spazio, in termini delle componenti
conservate dell’impulso spaziale P e dell’energia P°, ottenendo

dr; P;
dt PO

cioé la costanza della velocita del baricentro dell’energia elettromagnetica.

B; = /d3a; KZ(:C) = tp;‘ -7 P = v; = (1.4.152)
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1.4.3 L’invarianza di gauge di prima specie

Un’invarianza che si incontra spesso in Meccanica Quantistica é l'invarianza
per trasformazione di fase della funzione d’onda cosi definita

Y(z) = e (x); P (z) = e " () (1.4.153)

Nel linguaggio lagrangiano, questo corrisponde evidentemente a dire che la
densita lagrangiana £, da cui sono poi ricavate le equazioni del moto, &
invariante in forma sotto le trasformazioni precedenti, le quali costituiscono,
evidentemente, un gruppo di Lie abeliano a una dimensione.

Consideriamo una trasformazione di fase infinitesima: nel linguaggio generale
della (1.4.64), sviluppato per dimostrare il teorema di Noéther, abbiamo

r—a o 2P =2 + Ex) dw, = 2" + ozt (1.4.154)
¢%(x) = (@) + Y(@) = (0§ + T dwa) ¢°(2) (1.4.155)

questo significa, evidentemente?®

ol — xh Bt =0 ;
v = Y tiay = M'=i ; Ti=0 (1.4.156)
Yo gt —iay Ff=0 ; T§=—i

per cui, sostituendo nell’espressione generale della corrente conservata di cui
alla (1.4.75), riscritta nel caso particolare in cui il gruppo di simmetria sia a
un solo parametro,

oL
Ok(x) — JH(x)= |-T%e¢" 0,0 (x) EH| = — LT 1.4.157

() @= [T + 00" = 555 (1.4.157)
otteniamo infine la seguente espressione della quadricorrente?® conservata
dalla dinamica.

oL oL 1 (1.4.158)

"““):i[‘w“w*mw

Il fatto che la corrente J* sia conservata implica, come sappiamo, che
80/d3a; JU(Z,t) =0 = Q= /d?’x JO(&,t) = cost (1.4.159)

Nello schema di prima quantizzazione della M@, la quantita () definita dalla
(1.4.159), risulta proporzionale alla norma stessa della funzione d’onda.

In QFT la quantita JO(Z,t) risulta proporzionale al numero di particelle
per unitd di volume descritte dal campo: la costante di proporzionalita puo
comprendere anche il segno.

ZPer semplicitd e uniformita di notazioni assumiamo qui che l'indice con cui sono
labellati i campi assuma i valori 1 e 2, e risulti ¢ = ¢; ¢ = ¢*. Inoltre, essendo il gruppo
di trasformazioni a un solo parametro, ometteremo l'indice a.

2681 noti che, cosi come la densita lagrangiana ¢ determinata a meno di una costante mol-
tiplicativa, anche la quadricorrente, omogenea nella lagrangiana, ¢ anch’essa determinata
a meno di un fattore di scala arbitrario.
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1.4.4 Applicazioni

e L’equazione di Schrédinger

Abbiamo visto come la densita lagrangiana da cui si pud derivare
I’equazione di Schrodinger, sia
ih h?

L= 50"y —yooy™) + %(8@*)(8%) — PV (1.4.160)

Essa é palesemente invariante in forma sotto la trasformazione di fase
(1.4.156) e la corrente conservata che ne discende secondo la (1.4.158)
risulta essere

oL oL
JP =1 |- * 1.4.161
[ 50,9 T a(@m*)] (14.161)
da cui segue che
. h R .
7= il-e(Ger)+ o (-50)| =noo (1.4.162)
2 2
o) (8]
m 2m
h? , : ho o -
= —ig [0(0'97) 6700 =5 (690" 67V0) | (La163)
dove abbiamo usato il fatto che
.9
V; = i 0; = -0
Dunque, la quadricorrente conservata®’ &
— (70 70\ — 2 th o,
= (07 =n(lof 505 o) (1.4.165)

A parte il fattore globale A, dunque, ne risulta che la parte temporale
della quadricorrente J° altri non & che la densita di probabilita |¢|?,

per cui la parte spaziale J* = %(ﬁ % ¢* necessariamente individua la
densita di corrente di probabilita.

Ricordiamo a questo proposito che in prima quantizzazione la con-
servazione della probabilita significa semplicemente la conservazione
dell’esistenza della particella descritta dalla funzione d’onda ¢, non es-
sendo contemplato alcun meccanismo di creazione e distruzione della
stessa.

2TPer motivi di maggior concisione, introduciamo qui il simbolo

V: V= f(Vg) - (Vf)g (1.4.164)
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e Campo scalare carico

Nel caso del campo scalare carico, abbiamo visto che una densita
lagrangiana che ne descrive la dinamica ¢

L = (0,0)(0"¢*) — m*¢o* (1.4.166)

Chiaramente anche questa densitd lagrangiana é invariante in forma
sotto la trasformazione di fase (1.4.156) ed é immediato dimostrare
che la corrente conservata (1.4.158) che ne risulta ¢ la seguente

JH =i [—(0 p*) ¢ + ¢*(0"9)] = ip* 0" (1.4.167)

per cui risulta

o6 Op*
J0:i< *aii’— ;; ng) (1.4.168)

la quale ¢, in generale, non risulta definita positiva.
Lo é soltanto se nello sviluppo di Fourier di ¢ compaiono solo frequenze
positive, cioé solo andamenti temporali del tipo e *#* con E > 0.

Campo di Dirac

Nel caso del campo di Dirac, abbiamo visto che una densita lagrangiana
che possiamo utilizzare per descriverne la dinamica é

L= [0 @) — @00n"0] — mby  (14169)

Di nuovo, essendo ¢ = (1*)'7°, essa ¢ evidentemente invariante in
forma sotto la trasformazione di fase (1.4.156).
La corrente conservata che ne discende in base alla (1.4.158) ¢é

JE o= | P

9(0u¥) 9(0u¥)
- % [—iyHap — igy" )] = Pytah (1.4.170)

[ oL 85]

Quanto poi alla componente temporale della quadricorrente, essa ri-
sulta evidentemente pari a

IO = % = Ty (1.4.171)

che ¢ definita positiva.



Capitolo 2

Cenni di QFT

2.1 Introduzione

Dopo le considerazioni precedenti relative ai campi classici, passiamo ades-
so a considerare gli aspetti piu rilevanti della Teoria Quantistica dei Campi
(QFT), affrontando cosi il problema della cosiddetta seconda quantizzazio-
ne. Coerentemente con il fatto che in Teoria Classica dei Campi, questi,
in ogni punto, vanno considerati come una sorta di coordinata lagrangiana
generalizzata, in QFT i campi sono operatori agenti nello spazio di Hilbert
degli stati della particella/antiparticella a cui essi si riferiscono.
Un aspetto fondamentale del loro studio € senza dubbio quello che riguarda
le loro regole di commutazione o anticommutazione.
Come vedremo, quando sara possibile, useremo a questo scopo tutte le pos-
sibili analogie con la prima quantizzazione (M @), che ci fara quindi da guida
attraverso le sue regole di commutazione canoniche.

Inizieremo trattando il caso del campo scalare, per passare poi al campo
vettoriale massivo, a quello di massa nulla, al campo elettromagnetico e
infine al campo di Dirac.

43
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2.2 Il campo scalare libero

L’evoluzione libera del campo scalare! carico di massa m ¢é retta dalla la-
grangiana

L = (0.0)(0"¢") — m* ¢! (2.2.9)

da cui ricaviamo appunto ’equazione di Klein-Gordon sia per ¢ che per ¢f
(considerati indipendenti)

O¢ + m?¢ = 0; O¢f + m?2¢l = 0; (2.2.10)

Per procedere alla quantizzazione del campo scalare (complesso) ¢(z),
esso viene espanso in termini di operatori di creazione/distruzione di singola

! Consideriamo la trasformazione (a, A) del gruppo di Poincaré
(a,A): z—2' =a+Ax (2.2.1)

e indichiamo con U = U(a, A) Poperatore unitario della rappresentazione del gruppo la
quale descrive ’azione di questa trasformazione sui vettori di stato del sistema dato.
Se consideriamo due stati generici |a > e |8 > e poniamo

o' >=Ul(a, A)|a >; |8 >=U(a,A)|B > (2.2.2)

allora 'azione dell’operatore unitario U(a,A) sul campo ¢(z), definito in tutto lo spazio
tempo, dovra essere tale che

<alg(x) | >=< | o) |8 >=< U (a, A)p(z")U(a, N)|B > (2.2.3)

1

ovvero, per 'arbitrarieta degli stati considerati, essendo UT = U~ e risultando

z = A" (z' — a), abbiamo
d(A" (2" —a)) = U " (a, N)p(x")U(a, A) (2.2.4)
da cui, equivalentemente, si ottiene altresi che
o(z') = Ula, N)p(z)U " (a,A) = ¢(a+ Ax) (2.2.5)
Questa conclusione, per come ’abbiamo ricavata, ¢ valida per il campo scalare.

Nel caso in cui il campo abbia diverse componenti, dobbiamo attenderci, in generale,
che la trasformazione possa mescolarle fra loro, ovvero che risulti (la scelta di usare M '
invece di M diventera piu chiara in seguito ...)

<algi(z) |8 >= M <d|¢;(z') |6 > (2.2.6)

essendo M = M(A).
Proseguendo il calcolo in modo analogo a quanto gia fatto, abbiamo che

(A" (2! —a)) = Mgl U™ (a, N)é(z')U(a, A) (2.2.7)
e dunque
Ula, N)pi(z)U " (a,A) = Ml-;l o(a+ Azx) (2.2.8)

Poiché questa legge di trasformazione deve riflettere la legge di composizione interna del
gruppo, ¢ facile verificare che M = M (A) deve costituire una rappresentazione del gruppo
di Lorentz.
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particella? nel modo seguente:

3 . .
p(x) = /TEZ;P{G@ e 4 bi(p) em} (2.2.12)

da cui
ol (z) = / A {p@e ™ + df@ e}  (2213)
2E,(2m)3
dove
e p ¢ il quadrimpulso della particella/antiparticella: p = (E,, p) = (v/m2 + [p|2, p);

a(p) annichila la particella di quadrimpulso (E,, p);

af(p) crea la particella di quadrimpulso (Ep, D);

b(p) annichila I'antiparticella di quadrimpulso (E,, p);
e b1 (p) crea I'antiparticella di quadrimpulso (Ep,p);

e questi operatori® soddisfano le seguenti regole di commutazione che, come
vedremo, garantiscono il rispetto delle regole di commutazione canoniche
quando si considerino i campi stessi, appunto, come variabili lagrangiane
generalizzate (tutte le altre coppie di operatori commutano fra loro ...)

{a(ﬁ),aT(];’)} = [b(ﬁ),aT(ﬁ)] = 2E, (27%) 35— p') (2.2.14)

Naturalmente, essendo gli operatori ¢ e ¢! soluzioni di una equazione
differenziale lineare e omogenea (I’equazione di Klein-Gordon), essi sono
evidentemente indeterminati a meno di una costante moltiplicativa.

La scelta fatta attraverso lo (2.2.14) & quella per cui la funzione d’onda
Yz(z) associata allo stato? |§ >= al(q)|2 >, autostato del quadrimpulso

2Coerentemente con la (2.2.5) e la (2.2.3), azione degli operatori unitari U(a, A) sugli
operatori di creazione e distruzione a(§), af (), b(p) e b'(7) & la seguente:

Ula, ) e@ U aA) = e o™ c(Kp);

dove ¢ sta per a oppure b e analogamente ¢ per a' o b', mentre A}) indica la parte spaziale
del quadrivettore A - (/m?2 + |p]2, p), essendo m la massa della particella descritta dal
campo.

331 noti che gli operatori di creazione/annichilazione si riferiscono sempre a particelle
o antiparticelle aventi energia E, = y/m? + |p]? positiva !

“Indicheremo qui e nel seguito con |2 > lo stato di vuoto, cioé lo stato di minima
energia del sistema considerato: assumeremo inoltre che esso sia non degenere e invariante
per trasformazioni del gruppo di Poincaré, nonché sotto C, P, e T.

) U Ya,A) (@) Ula,A) = eia"P C(A:1p)
Ula, N @)U (a,A) = & f(Ap); U ' a,A) () U(a,A) = e P cf(A-1p)

(2.2.11)
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per autovalore (y/m? +|q]?,q), coincide semplicemente con I'onda piana
seguente

YT, t) = e7t% = ¢TUETE) — o—iBt (i T (2.2.15)

A priori, per il solo fatto che, per definizione dell’operatore di creazione,
a’(q)|2 > ¢ autostato del quadrimpulso, la funzione d’onda 1bz(x) sarebbe
tale che Yz(z) = Kz e "%": la costante K ¢ definita proprio dal fatto che

<plg> = < Qa@) al(Q))Q >=< Q[a(p),d' (D]|Q >= 2E, (27)* *(F - 7

la quale implica dunque che risulti
< Yplibg >= 2B, (2m)* 6° (5~ q) (2.2.16)

D’altronde, ricordiamo® che se 11 () e ¥2(z) sono due funzioni d’onda so-

5La funzione d’onda 17/;(17') che in rappresentazione dell’impulso é associata a un generico
stato di singola particella [¢) > (per lantiparticella vale un discorso del tutto analogo con
a < b, ovvero ¢ < ¢'), per definizione, ¢ tale che

3

052 [ gp W= [ gt bl > (2217)

da cui discende, evidentemente, che il prodotto scalare dei due stati generici |¢1 > e |12 >
& dato da (si ricordi che< g >= (27)% 2E, 8 (5 — )

d3p 3 3 Tk N d3p e >
< >= —————d ' q2F4(2 < qlp >= -

il >= [ s Pa2E, @ ) < @55 [ G G )
Poiché, per quanto visto precedentemente, la funzione d’onda che descrive, in rapépre-
sentazione delle coordinate, lo stato [p' >= al(P)|Q > & semplicemente 'esponenziale
e "P® ecco che allo stato [¢) > possiamo associare, in rappresentazione delle coordinate,
la funzione d’onda

v = [ st b e (2.2.19)

la quale soddisfa, ovviamente, ’equazione di Klein-Gordon relativa alla massa m.
E’ immediato allora che risulta

P(z) =< Qo(a) |y > (2.2.20)
infatti
<ol > = [ il s <Al e () el @10 > 5@ =
- /72;221;)3 e~ () (2.2.21)

Questo & coerente con il fatto che lo stato ¢ ()| > di cui < Q|é(z) & il bra, & uno stato di
singola particella autostato della posizione per I’autovalore z, infatti risulta evidentemente
che

d*p

(2.2.18)
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luzioni dell’equazione di Klein-Gordon, allora il loro prodotto scalare® ¢é il
seguente

<l >=i [ do (10 — (@¥1)0] (2.2.28)

dove le due funzioni sono valutate allo stesso tempo t.

ma in rappresentazione dell’impulso 'operatore di quadriposizione X* é rappresentato da

XH =— ‘ai cosi come in rappresentazione delle coordinate 'operatore di quadriimpulso
& rappresentato da P* = Z@x , per cui
e d3p oD |
"

Quanto infine alla normalizzazione di questi autostati della posizione, abbiamo

3 N
< ylz >=< Q|o(y)o' (2)|Q >= / 2];2721;)3 eV = At (y — 1) (2.2.24)

dove la funzione impropria A1 (z) verra descritta piti diffusamente in seguito.

L espressione (2.2.28) non &, a stretto rigore, un prodotto scalare nel senso solito di
questo termine in Meccanica Quantistica perché su due generiche soluzioni dell’equazione
di Klein-Gordon non &, in generale, definito positivo. La struttura di questo prodotto
nasce dal fatto che se ¥1(x) e 12(x) sono soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon, allora
l'unica corrente conservata antilineare in 11 e lineare in ¥ (ovvero sequilineare in ¥1, 12)
risulta essere proporzionale a

T (@) = i [ () (0" P2 (@) — (041 (2)) Yo ()] (2.2.25)

da cui ne segue che
/d% JO(t, &) :i/d3x [47(0%2) — (0°¥1 )aho] (2.2.26)

& certamente indipendente dal tempo e dunque rappresenta I'unica generalizzazione pos-
sibile (a meno di costanti moltiplicative) del prodotto scalare che non sia in conflitto con
la dinamica.

Venendo al caso di due generici stati di singola particella o di singola antiparticella, il
prodotto scalare in questione & definito positivo, e, in accordo con la (2.2.18), vale

< trlgpy >=1i / P [7(F,1) (0 Pa(, 1)) — (991 (&, 1))¢2(Z,1)] =

B Z/ d 2Ej(§7r)3 2Ej(2q7r)3 [D1(@)e™ (0°da(@e™"") = 8° (D1 (D)e™) da(@e™"*"] =

— 3 d3p dsq 0 7% ipz 7 —iqx 0 7% ipz 7 —igqz] __
- d szp(Q,]T)S 2E,(27)° [q 1 (P)e P2(g)e +p Y1 (P)eP P2(q)e ]_

. 3 i@ (p—q) d’p d’q —it(q%—p°) [ 0 7% 7 0 ¥ b —
= d’ze 3, (27)° 28,(27)° e [q Vi (P)Y2(9) +p ¥ (ﬁ)d&((j)] =

d3p d3q

= [0 D55 g @ + 5 )] =

— [ sp i) b (2.2.27)
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Nel caso in esame, abbiamo dunque
< ¢ﬁ|wq~ > = iK;'Kq‘/dgx [eipa: (_Z-QO) e—z‘qaz _ ipo eip:c e—iqa;:| _
= KK [ dale + ) = KKl + ) 00 (2m) 65— ) =
= |Kj? 2E, (21)°8* (5 — q)

e il confronto con la (2.2.16) impone appunto che, indipendentemente da p’,
sia |K|?> = 1, ovvero’” K = 1. Lo stesso vale per le antiparticelle.

Vogliamo ricordare infine che, siccome la densita di corrente®, definita
dall’invarianza di gauge di prima specie e associata alla generica funzione
d’onda v che soddisfa I’equazione di Klein-Gordon, é data da

j*(x) = i [ (0) — (9"9")Y] (2.2.30)

la funzione d’onda vy(x) = e~P* rappresenta uno stato con densita di

particelle/antiparticelle pari a
p(x) = J°(x) =i [0* () — (O°w*)p| = 2B (2.2.31)

Concludendo, dunque, possiamo dire che la normalizzazione scelta & tale
per cui gli stati di "singola" particella/antiparticella a™ ()| > o b (q)|Q >
descrivono stati normalizzati a 2E particelle/antiparticelle per unita di vo-
lume. Questo risultato, come vedremo, ci ritornera utile in seguito, quando
tratteremo il problema dello spazio delle fasi, nell’ambito della teoria dello
scattering.

Veniamo infine alla questione dei commutatori dei campi e alla giustifi-
cazione della scelta fatta.
Sulla base dell’analogia classica secondo cui, fissato comunque un tempo ¢,
il campo ¢(&;t) costituisce una generalizzazione del concetto di coordinata
lagrangiana, ci aspettiamo che risulti

@1, 0@ 0] =0 = |of@ ). 6! @] =0 (2:2:32)

7Si noti che |K|? = 1 impone solo che K abbia modulo unitario e dunque possa essere
costituito solo da un fattore di fase, il quale pud essere semplicemente riassorbito nella
definizione della base.

8Come abbiamo visto in precedenza, parlando del teorema di Noéther, se la lagrangiana
¢ invariante in forma sotto il gruppo U(1) delle trasformazioni di gauge di prima specie
z—x, - e, P = e YT allora la corrente conservata che ne deriva ¢ la seguente

oL oL

G0 ¥ T 300 ¥ (2.2.29)

JH(z) =1 ~3
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Ma che dire del commutatore [¢(§:’; t), o' (7; t)} ?

Questo non puod essere altrettanto semplice, infatti, proprio per ’analogia
classica secondo cui il momento coniugato alla variabile lagrangiana ¢ ¢

_ot
p= a4
ne segue che il "momento coniugato" al campo ¢(Z,t) sara il campo
oL
(7, t) = = 9,01 (Z,t 2.2.33
(@) = 55 = 00 @1 (2233)
e, analogamente, quello coniugato al campo ¢ (Z,t) risultera essere
oL
NZ1) = =2 = (7, 2.2.34
T (ma ) 8(6t¢T) t¢($a ) ( )

Quindi, proprio per ’analogia con la Meccanica Quantistica di prima quan-
tizzazione, per cui (h = 1) risulta

[p,z] = —i (2.2.35)

dobbiamo adesso aspettarci’ che valga la ovvia generalizzazione al caso
continuo della (2.2.35), cioé

[m(7.1), (&, 1)] = i 6°(§ - )

= [6(3,1), 001 (5,1)| =i 6°(& ) (2.2.36)
e, analogamente, quindi, che sia
[61(@ 1), 005, 1)] = i 6%@ — 7) (2:2.37)

Questo &, in effetti, esattamente quanto accade usando le regole di com-
mutazione (2.2.14) fissate per gli operatori di creazione e distruzione.
Infatti si ha

[¢(f7 t)76t¢T(g7 t)} =
[/ 25, ( 3{a (p)e” W+bT(ﬁ)em} 8t/2E )3{5(@6 Wt q (‘Delqy}] =

t:xozyo
d3q

/ 2Ej(§7r)3 2B, (2m)? {id [a(@), a' (@] 7 e —ig” [b1 (7). b(@)] ¥ e‘iqy}t:xozyo =

_dv &, (7@ —i(FE-G7)
_ /2E,, S (or) 1By (2B, 27)° 8 (5 — @) [/ 77T 4 e 1}

dove si ¢ usata la definizione (2.2.14) unitamente al fatto che

9F’ importante notare che, in base all’analogia con la MQ di prima quantizzazione, le
regole di commutazione possono essere definite solo a tempi uguali. Una volta che queste
siano state assegnate (proprietd cinematica), le regole di commutazione a tempi diversi
sono determinate dall’evoluzione del sistema nel tempo, cioé dalla sua dinamica, ovvero
dalle soluzioni esplicite dell’equazione del moto.
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e abbiamo posto per definizione pr = p’z° — - &

o risulta 2° = ¢0 = ¢;

o )= E,
per cui, visto che per la presenza nell’integrale della funzione delta pro-
veniente dal commutatore, ¢ E, = L, , si pud evidentemente assumere
che

pP20 — %" =t(»" — ¢") =0

Ne segue quindi che il commutatore in esame, integrando la delta, vale

7 t7 Ep o [T P E-D)
[6(7,1), 00" (7.1)] :/2E(27r)3 iBy {e +e } (2.2:38)
p

Ma
/dgp P (F=7) = (2n)36(Z —7) = /dgp e~ P (E=Y)
quindi esso, alla fine, risulta pari a

6(3,1), 08 (7,1)| =i 6%(& - ) (2.2.39)

che é quanto ci attendevamo sulla base dell’analogia con la MQ di prima
quantizzazione.

Lo stesso accade, ovviamente, anche per il commutatore [qu, 0] per il quale
risulta ancora

61(,), 00(7,1)| =i 6%(& - ) (2.2.40)

Questo dimostra quindi che le regole di commutazione fissate per gli opera-
tori di creazione e distruzione (2.2.14) sono esattamente quelle in grado di
riprodurre le regole di commutazione che debbono valere, a tempi uguali, fra
i campi e i loro momenti coniugati.

Ovviamente, poi le regole di commutazione (2.2.14) consentono di determi-
nare le regole di commutazione fra i campi stessi anche a tempi diversi.

In generale!® risulta

[6(2), ()] =

l/ 2Ed p ﬁ)e pr—i—bT(ﬁ)em /2Ed q b { (e iqy 4 ¢ ((j)ezqy}] —

d3q

QEP(;T)?’ 2E,(2m)? Ha(ﬁ)’ aT((D} e el 4 [bT(p‘), b(‘fﬂ e'Pe eiiqy} —

/ @p___d% (2B, (2n) 635 — Qe 7" &'V — 2E, (21)° 63 (5
2Ep(27T)3 2Eq(271')3 p P

"Evidentemente dalle regole di commutazione (2.2.14) segue immediatamente che

[6(),6(y)] = [¢' (), 0" ()] = 0

— §)etrr e—iqy}
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Integrando in d®p, dato che quando p = § anche p’ = ¢ = E, = E,

v/m? + |12, abbiamo

o@.0'w)] = [ wﬁ‘;)g, [ — D] = At =) + AT (- ) (2241)

dove le funzioni improprie AT e A~ sono cosi definite!!

+ _ d’q —ig(z—y)
ATz —y) = /2Eq(27r)3€ (2.2.44)
d3q ,
A7 (z — = — [ — 1 ey 2.2.4
@) = ~ [ 35 et (2:2.45)
D’altronde, l'integrale (2.2.41), usando il fatto che
P4 i (g2 - m?) 0" 2.2.4
op = 440 —m7)6(q) (2.2.46)
q
puo essere anche riscritto nel modo seguente
1 .
t — 4 2 _ 2 0y pg—ta(z—y) _
00.0'w)] = G [ a0 —m*) O
1 io(z—
o / d*q8(q2 — m?) O(¢0) ) (2.2.47)

ovvero, con la sostituzione ¢ — —q nel secondo integrale, finalmente ottenia-
mo

6(2),6'(v)] = (271r)3 /d4q 5(g* —m?) e 1D [B(¢°) — O(~")] =
= iA(z—y;m) (2.2.48)

dove si é fatto uso della definizione della funzione impropria

. - _ i 4 2 2\ —ig(z—y) 0y _ _ 0
A —yim) =~y [ d'adle® —m?) 10 [O() ~0(~")]  (2249)
Ed evidentemente!? dalla (2.2.41) e dalla (2.2.48) discende che
iANz—y)=AT+ AT S Az —y) = —i(AT+ A7) (2.2.51)

1T e notazioni sono quelle usate anche nel libro Relativistic Quantum Fields di J.D. Bjor-
keen e S.D. Drell. Si osservi che dalle definizioni (2.2.44) e (2.2.45) segue, in particolare,
che

A*(z) = —AF(-z) (2.2.42)
[A*(@)]" = -AF(x) (2.2.43)

12Quando questo non creera possibili confusioni, ometteremo la dipendenza esplicita
dalla massa m, ovvero porremo

Az —y;m) = Az — y) (2.2.50)
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La funzione A, definita dalla (2.2.49)

e soddisfa I'equazione di Klein-Gordon'3
(0+m?) Adw;m) =0 (2.2.52)

tale per cui'?

[ ]
o

0y A, t;m)],_ = —6(3) (2.2.54)

e ¢ realel®

6

[
o

dispari®

scalare!” sotto il gruppo di Lorentz.

o

Si noti che dalla sua natura dispari e dal fatto che é scalare sotto il gruppo
di Lorentz, ne segue che la funzione A é nulla se x é un quadrivettore space-
like, potendo x essere cambiato di segno con una opportuna trasformazione

BInfatti abbiamo
(I:I + m2) Axz;m) = —1 (D + m2) [6(x),4'(0)] =0

essendo (D + m2) o(z) = 0.
Mnfatti risulta
A A(Z, t;m)|,_y = —i0; [¢(x),¢7(0)]t:0 = —i [0ip(2)],_. 0" (0)] =

= —i[(%,0),4'(0,0)] = —i[-id(7)] = —4(2) (2.2.53)
dove abbiamo usato il fatto che
= oL _
= 24
e che, a tempi uguali, risulta appunto, come abbiamo visto, che

[H(Zi", t)? (,b(?j, t)] = _Zé(f - g) = [HT(fv t)7 ¢T(3ja t)}

' () é(z)

SInfatti, essendo iA(x) = At (z) + A™(x) abbiamo che
[iA(@)]" = —iA"(z) = (AT (2)) +(A7(2)) = —A™ (2)-AT (z) = —iA(z) = A" (z) = A=)

6 Tnfatti

iA—z) = AT (—z) + A7 (—z) = —A" (z) — AT (z) = —iA(z) = A(—z) = —A(z)

7La struttura della funzione, cosi come risulta dalla (2.2.49), non lascia dubbi in propo-
sito: I’elemento di volume ¢ invariante e la funzione integranda ¢ scalare perché le funzioni
O(=£q°) sono entrambe costanti su ciascuno dei due iperboloidi definiti dalla condizione
di massa espressa dalla equazione p> — m? = 0, in quanto il segno della componente tem-
porale di un quadrivettore time-like, come sappiamo, ¢ invariante sotto trasformazioni del
gruppo di Lorentz ortocrono proprio.
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di Lorentz. Questo implica che il commutatore [¢(z), #'(y)] & nullo quando il
quadrivettore x — y & space-like, ovvero quando non € possibile connettere x
con y in modo causale e quindi, in particolare, per esempio, quando ¥ = ¢,
ovvero A(Z,0;m) =0 .

Questo risultato era comunque da attendere perché, se vogliamo che ci sia
coerenza con la relativita ristretta, variabili non causalmente correlabili non
possono influenzarsi a vicenda e dunque non possono che commutare fra loro!

La funzione A(x) = A(xz;m), o funzioni a essa collegate, si ritrovano in
ogni teoria di campo perché, alla fine, ognuna di queste teorie tratta di parti-
celle con massa definita e dunque di campi che soddisfano anche ’equazione
di Klein-Gordon con massa opportuna.

Vediamo dunque di studiarne meglio le proprieta e le caratteristiche.
Osserviamo che, evidentemente, essendo il commutatore (2.2.48) un c-numero
(una funzione a valori complessi ...), risulta

<Q [cb(ar), ¢>*(y)] Q>=iA(z—y)=AT(z—y)+ A (z —y) (2.2.55)

Vediamo adesso un po’ meglio qual & il significato fisico dei due termini A™
e A™.
Consideriamo per questo le quantita seguenti

< Qo) st >; <oy ¢(z)Q > (2.2.56)

e partiamo dal fatto che, evidentemente, risulta'®

o' (1) >_/d3paT(ﬁ>’Q>€ipy:/dBpeipy| > (2.2.57)
YEE== ] @nper, “ W =) @erp2E, ¢ P

dove |p > ¢ lo stato di singola particella di quadrimpulso p.
Evidentemente, passando al bra, si ha altresi che

d3q ,
< Ql¢(z) = / Y e g (2.2.58)
(27)32E,
per cui abbiamo
d3p d3q

<O W0 >= [ S e e <dlp >=

d3p d3q ) )
- P~ (2m)32E, 6(7 — P) =
/(zﬂ)32Ep (27T)32qu € (2m)"2E, 6(q — p)

Po__ inta-i) = p+ 2.2.59

18 Autostato della posizione ...
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Per quanto riguarda l’altro termine, cioé¢ < Q|é(y)T, ¢(x)|Q >, ripartiamo
ancora dal fatto che

é(2)|Q >—/d3pr(“)Q>eipx= dsipemy > (2.2.60)
~ ) enE, ¥ =) @mPeE,” P77

dove pero [p > ¢ ora lo stato di singola antiparticella di quadrimpulso p.
Ripetendo il conto fatto sopra, abbiamo che

Qlat 0 >— d3p d3q ipx ,—iqy _
Ep o) — A~
/ (2r)°2E, e =-A"(z—vy) (2.2.61)

Ecco dunque il senso delle funzioni improprie A*: sono i valori di aspet-
tazione sul vuoto delle forme bilineari nei campi ¢(x)d!(y) e o'(y)p(z),
rispettivamente.

Un altro modo interessante di rappresentare sia la A che le funzioni A*
passa attraverso la definizione seguente

N ]. 4 eiqm

dove C' & un cammino di integrazione che & chiuso nel piano complesso ¢,
contiene entrambi i poli della funzione integranda g9 = +E, = \/m? + |p]?
ed ¢ percorso in senso antiorario (vedi Fig. 2.1).

Im(qp)/

N
\ *Eq Re(do)

Figura 2.1: Cammino di integrazione relativo alla funzione A
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Abbiamo dunque

R 1 ei LiiE eiqot _
Alz) = (2m)4 /c 0 5 2-—m? 27T /d3 / 4’ q% -EZ
1 L . qu szq
L / dqe™ 0 (2m i) [ Ry 1
i d3q QT —iqT
= @7 TEq(e —e )__ZA()—ZN()
= —i(At(2)+ A (z) = Az) (2.2.63)

dove, nel secondo addendo dell’integrale riportato nel penultimo rigo dell’e-
quazione precedente, abbiamo effettuato la sostituzione ¢ — —¢.

Dungque la funzione A(z) definita dalla (2.2.62 ) & semplicemente un altro
modo di rappresentare la funzione A stessa.

Questa rappresentazione, a sua volta, ci consente di reinterpretare le funzioni
A¥, infatti abbiamo evidentemente che

~ 1 g e -

S [o(e). 6l (w)] = A+ A = iA(r) = /(jd4qeiqw:

(2m)* q? —m?

) etax 7 etax
= — d* / dq —— 2.2.64
(2m)4 /C+ 1 q% — m? + (2m)4 Jo- 1 q% — m? (22.64)

dove i percorsi CT sono i percorsi chiusi in senso antiorario intorno a ciascun
polo (vedi fig. 2.2)

>

Im(qp)/

[
rAY rA Cd

*E, Re(qp)

A* A

Figura 2.2: Cammino di integrazione relativo alle funzione A*
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E’ facile verificare'® allora che risulta in particolare che?’
i eiq:z;
At(z)= —— / drq—— 2.2.67
(z) (2m)* Jox a q? — m?2 ( )

Consideriamo ora un’altra funzione molto importante in teoria dei campi,
legata anch’essa in modo speciale alle funzioni AT, che ¢ la funzione di Green
G(z) ovvero il propagatore?! del campo stesso.

La definizione?? che adotteremo per la funzione impropria G(z) ¢ la seguente

(0+m?) Gz) = —6'(2) (2.2.70)

Per esplicitare G(z) assumeremo che essa sia rappresentabile in integrale di
Fourier e dunque assumeremo di poter scrivere

Glz) = / d'qe i G(q) (2.2.71)

YTnfatti si ha
. 0

7 a4 eiqz 7 3 —ig-aT 6“1 ¢
dqg———m—= —— d’ge "¢ =
()" /C TP —m <2w>4/ 1 / _ (@ = Ey)(¢° + Ey)

_ { pe efiq'-a?(Qﬂ_i)e—ieq B 1 PBoe—iTF g=iEBat _
O 2B, | 2B,2np2" ¢ -
d3q —iq +
— L _ T = A 2.2.
/2Eq(27r)36 (@) (2.2.65)

dove abbiamo effettuato nel penultimo integrale la solita sostituzione ¢ — —¢.
Analogamente risulta

. -0
7 4 e'?® i 3  —iq-T e'd ¢
—_— dlg —— = d*qe™ " =
(2m) /C TP —m? (277)4/ 1 / _ (@ —Ey)(¢° + Ey)

- d*qe 7% (2mi) e = ! d3qe™ T o7 Eal —
2m) 2, 2E,(27)°
d3q iqx -

209ottolineiamo ancora una volta che le funzioni improprie A% (z) e A(x) sono soluzioni
dell’equazione di Klein-Gordon omogenea (per la massa m).

21Come ¢ noto, il nome propagatore trae la sua origine dal fatto che, in presenza di un
termine di sorgente S(z) del campo, ovvero nel caso dell’equazione inomogenea

(O+m?) ¢(x) = S(x) (2.2.68)

la soluzione generale si pud scrivere formalmente nel modo seguente
o) = o) = [ @' Gta =) 5(0) (2.2.69)

dove ¢o(z) & una qualunque soluzione dell’equazione omogenea.

22In matematica la definizione usuale della funzione di Green differisce da quella da noi
adottata per il segno. La ragione della scelta diversa sta semplicemente nella maggior
praticita d’uso nel caso dei campi, legata a sua volta alla scelta della metrica.
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Siccome

6 (x) = (2717)4 /d4qe_iqx (2.2.72)

la (2.2.70) implica che debba essere

R 1 A 1 1
e dunque
1 4 e~tax

E’ evidente, allora, dalla (2.2.74), la stretta similitudine con le funzioni
A*(x) e A(z): ma come si spiega che le funzioni A*(z) e A(z) soddisfano
I'equazione di Klein-Gordon omogenea, mentre il propagatore G(z) verifica
invece 1'equazione disomogena (2.2.70) 7

Il punto & che la (2.2.74) non é sufficiente, da sola, per definire la funzione
G(z) a causa della presenza dei due zeri al denominatore della funzione in-
tegranda, per ¢° = tE,.

Per definire G(x) occorre anche definire il percorso di integrazione relativa-
mente a ¢°, ovvero decidere la prescrizione con cui trattare i poli.

La prescrizione che si usa quanto a G € quella di Feynman-Stueckelberg, per
cui

A 1 1
G(q) —
(@) (2m)* ¢ —m? +ie

(2.2.75)

dove la quantita positiva € verra poi mandata a zero al momento opportuno
e serve unicamente per definire il modo di operare intorno ai poli.

Con questa prescrizione, il denominatore della funzione integranda diviene
infatti

N
. . . i€
q2—m2+ze:q8—|q'12—m2+ze:q§—Eg—|—ze%q(2)—<Eq—2E)
q

ovvero si azzera non piu sull’asse reale, bensi nei punti del piano complesso
tali che

i
Go==%(E——|==*(E—i) (2.2.77)
2F,
Accade dunque che il polo con parte reale positiva E, si abbassa sotto 'asse
reale della quantita ¢ = Z—Eq, mentre il polo in —F, si alza sopra ’asse reale

della stessa quantita (vedi fig.2.3 a)). In questo modo, sull’asse reale ¢° non

(2.2.76)
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-E +
ie‘q? a)

! Re(q

X

E,- i
AF
Im(gg)4
b)

Figura 2.3: Cammino di integrazione relativo al propagatore G = Ap

ci sono piu poli e I'integrazione da —oo a +00 puod procedere senza necessita
di altre precisazioni®>. Abbiamo

1 efiq:r; d3q . [t efiqot
Gl) = ¢4444447:/ ww/ a0
() (2m)4 / ? q%> — m? +ie (2m)4 ¢ o q5 — E% + ie
1 o +o00 e—’iqot
= d3 W/ dq® : : 2.2.78
el KT BN o o e o R

Si osservi adesso che la funzione integranda é olomorfa in tutto il piano com-
plesso qo, a parte i due poli semplici in ¢ = +(E,; — i€’), e Uintegrale ¢
sull’asse reale. Nel caso in cui t > 0, la presenza dell’esponenziale et
nella funzione integranda consente di chiudere il cammino di integrazione
all'infinito su una semicirconferenza nel semipiano inferiore (Sm(qo) < 0),
senza che questo contributo alteri il valore dell’integrale sull’asse reale in
quanto l'integrale sulla semicirconferenza sara comunque nullo a causa del-
I’esponenziale reale negativo che si realizza su questo cammino. D’altronde,
proprio perché la funzione integranda é olomorfa in tutto il piano complesso
all’infuori dei due poli semplici ben noti, sappiamo che un qualunque suo

2 Evidentemente lo stesso risultato si ottiene senza introdurre il termine immagina-
rio proporzionale ad €, ma valutando I'integrale seguendo semplicemente la prescrizione
illustrata nella figura 2.3 b).
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integrale su un percorso chiuso avra come risultato la somma dei residui ai
poli contenuti all’interno del cammino di integrazione.

Per t > 0, richiudendo verso il basso, il solo polo che viene compreso nel
cammino di integrazione ¢ quello per ¢° = (E, — i¢’), percorso in senso ora-
rio.

Dunque, per € — 0, abbiamo

—iqx

1 4 €
D’altronde
1 / 4 e—zqm / 3 Ll e—iqot
- d d’qe'?® d =
o >4 o - o+ a0 — Eq) (@0 + By)
g€’ (27i) _qu _i g ©emiar = _jA*(z)  (2.2.80)
2E, (2773) 2E,

Nel caso in cui t < 0, dovendo richiudere il cammino nel semipiano superiore,
il polo da considerare & quello per ¢° = —(E4 —i€') e dunque, siccome questa
volta il senso di circolazione & quello antiorario, risulta

1 e~ lqr
t<0: = d* 2.2.81
<0: G(x) (%)4/0_ 15— (2.2.81)
Ma
1 e~ iqx 1 . e—iqot
d4 = / Bqe* | 4 —
TE—m ~ @mt) T Jo- a0 =B+ E))
inz etEqt —i d3q )
e'T*(2 = T = gAT 2.2.82
") 58, ~ @ ) 2g, ¢ A @ (2282)
per cui, in conclusione, abbiamo
2>y et>0: G) = —iAT(z—y) (2.2.83)
P <ylet<0: Gk = iA(z—vy) (2.2.84)
D’altronde, per loro stessa definizione, risulta
< Qo) ()2 > = At(z—y) (2.2.85)
<Qf(W)p(2)Q > = —A7(z—y) (2.2.86)

e dunque, ponendo adesso per uniformitd di simboli con la letteratura pit
comune

Ap(x —y) =Gz —y) (2.2.87)
abbiamo che

iAp(z —y) =< QT (#(2)6f (y)) 12 > (2.2.88)
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dove il simbolo 7 indica?* il prodotto dei campi T-ordinato o di Dyson,
secondo il quale, dati comunque due campi A(z) e B(x), risulta

T (A(z) B(y)) = A(z)B(y)©(2° — °) + B(y)A(z)O(y° —2°)  (2.2.89)

Prima di concludere questo argomento ¢ senz’altro utile ritornare sulla
assunzione (2.2.75) da cui segue appunto che

1 4 e~
Ap(r) = o) /d s s (2.2.90)

E’ del tutto evidente che, effettivamente, nel limite in cui € — 0, risulta

m2 2 e—i x
(O+m?)Ap(z) = (2;)4 /d4p(pg_£2)+; = —0z)  (2.2.91)

ma & altresi evidente che, nello stesso limite, vale anche la relazione

2 2\ ipx
(0 +m?)Aj(z) = (271r)4 /d‘*pm = 5'z)  (2292)
Qual ¢ la differenza fra le due possibili scelte della funzione di Green ?
Cominciamo con il dire che sono due perché ’equazione di Klein-Gordon ¢
reale: la scelta fatta, come si ¢ visto, ha condotto a identificare la funzione
di Green con il valore di aspettazione sul vuoto del prodotto T-ordinato dei
campi ¢(x) e ¢f(y) nel senso dal passato verso il futuro; infatti la creazio-
ne della particella, operata da ¢f(y) o dell’antiparticella, operata da ¢(z),
avviene sempre e comunque ad un tempo precedente a quello della sua an-
nichilazione (operata da ¢(z) e ¢'(y), rispettivamente). Se avessimo fatto
'altra scelta, cioé¢ A}, saremmo giunti a un’analoga conclusione ma con un
ordinamento dal futuro verso il passato ...

Per finire, siccome evidentemente Ap(x) — A% (x) dovra soddisfare 'equa-
zione di Klein Gordon omogenea, possiamo chiederci quale sia il suo legame
con le A*(z). Iniziamo osservando che

t>0: Ap(x) = —iAt(z) & (Ar@) =i(AT(z))" = —iA (z) (2.2.93)
t<0: Ap(z) = iA (2) & (Ap@) =—i(A ()" =iAT(z) (2.2.94)

e dunque, indipendentemente dal valore di ¢, risulta

Ap(z) = Ap(z) = i(-A%(2)+A(2) =
= —i(Ap(z) — Ab(z)) = A~ (z) — At(z)  (2.2.95)

che corrisponde all’integrazione della funzione

i 4 eiqz
(2m)" / d T@ _—m?
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>

Im(q,)4

-
K
y

q e(qy)

- i(AF - AF*)

Figura 2.4: Cammino di integrazione relativo alla funzione —i(Ap — A¥,)

sul cammino indicato in fig. 2.4.

Quanto, infine, all’azione delle simmetrie discrete C, P e T, si dimostra
che risulta (cfr. in Appendice (B.2.44)-(B.2.49), (B.2.72)-(B.2.78), (B.2.94)-
(B.2.106))

Ca(p)C~t=e"Mbp) <+ Cal(p)C~t = e bl(p) (2.2.96)
Cb(p) O™t = e a(p) — Cbl(p)Ct = e ™ al(p) (2.2.97)
Cox) 0t =e e gl(z) «— Col(x) 0! =™ ¢(x) (2.2.98)

Pa() Pt =e " a(—p) «— Pal(p) P! = e al(—p) (2.2.99)
Pb(p) Pt =€ b(—p) «— PO P t=e"bl(—p)  (2.2.100)
Po(z) Pt =e " ¢(Pz) «— Pol(z) P~ =€ ¢'(Pz)  (2.2.101)
elr = +1 (2.2.102)

Ta(@) T '=e " a(—p) +— Ta'(P)T ' =e"al(—p) (2.2.103)
To(p) Tt =e"b(—p) < TH(HT L =ebl(—p) (2.2.104)
To(x) T~ =e M ¢(Tx) +— Tl (x)TF = ¢l (Tz)  (2.2.105)

dove, se z = (t, %), allora Pz = (t,—%), Tx = (—t,Z) e dunque
PTx =TPz = (—t,—-7) = —x.

2 Cfr. pag 42 di relativistic Quantum Fields di J.D. Bjorkeen e S.D. Drell, edito da
McGraw-Hill, 1965.
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Quanto alle simmetrie combinate C' e P, abbiamo evidentemente che

CPy(z)(CP)™t = e Cp(Px)C~t = e Meine ¢T(P:z:)
CP¢l(z)(CP)™t = € Cpl(Pz)C~! = el ¢(Pr)

mentre, circa C'PT, risulta

(2.2.106)

CPT¢(z)(CPT)™! = e " CPH(Tz)(CP)™' = e Mre e~ ¢t (PT2) =

= e M e e BT (—g)
CPT¢M(2)(CPT)™t = e CP¢l(Px)(CP)™' = eMreMree ¢(PTx)

= ety eie Bl (—15)

Si osservi poi che la condizione C? = I, per come agisce la simmetria
C, non pud dare condizioni sul valore della fase e, mentre la condizione
P? = | implica che, quanto a e , non possa essere che e = +1.
Quanto infine a T2, evidentemente 72 = I, dato che il campo scalare ¢(z)
descrive particelle senza spin, ovvero di spin nullo e quindi intero, essendo
T un operatore antiunitario, il fatto che T2 ne ¢ il quadrato, questo fatto
non puo fornire condizioni di sorta sulla fase 7.

Infine un altro operatore di cui é interessante stabilire il modo di tra-
sformarsi sotto le simmetrie C, P e T & senz’altro la quadricorrente J#(x)
associata all'invarianza di gauge di prima specie della lagrangiana (2.2.9),
cioé I'osservabile?

oL . o
(Oud) = 0(0ud?)

Risulta (cfr. in Appendice (B.2.68), (B.2.90) e (B.2.122))

JHr) =i |- w] = i[0"6(2) ¢'(2) - 0"67(2) o(w)]

CJHz)C™' = —JMx) (2.2.109)
PJH(z) Pt = J,(Pz) (2.2.110)
TJx)T' = J,(Tx) (2.2.111)

da cul ricaviamo che

CPJi(z) (CP)"' = —J,(Pax)

CPT J*(z) (CPT)™! = —J¥PTz) = —JH(—x) (2.2.112)

?La quadricorrente (2.2.108) & un operatore autoaggiunto, dunque & un’osservabile, a
differenza dei campi stessi che, ovviamente, come gli operatori di creazione e distruzione,
non lo sono.

(2.2.107)

(2.2.108)
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2.3 Il campo vettoriale massivo carico

Le equazioni di moto per i campi?® classici complessi, che descrivono par-
ticelle vettoriali (cio¢ di spin 1) cariche e con massa m # 0, sono?’ le
seguenti

(O+m2)WH=0
g WH =0

(0 + m2) W

oI (2.3.116)

Una densita lagrangiana che, attraverso il principio di minima azione,
determina le equazioni di moto (2.3.116) per il campo classico ¢ la seguente

1 U Tk *
L= S F"E, - m® WHW: (2.3.117)
dove
FH = QWY — 9" WH (2.3.118)

Infatti, dalle equazioni di Eulero-Lagrange

5 OL oL
KO0 W) W,
oL oc

0 =0

HO(0. W) OWy
otteniamo, rispettivamente

OuF™ +m* W™ =0 = OW*™ - 9" (@W*™) +m* W™ =0 (2.3.119)
™ +m> WY =0 = OWY -3 (9, W) +m?* W =0 (2.3.120)

D’altronde, essendo F'*¥ ovviamente antisimmetrico, &

8,0, F" =0

26Per un campo vettoriale, se (a,A) é elemento del gruppo di Poincaré tale che
(a,A): r— 2 =a+ Az (2.3.113)

ecco che, in termini degli operatori unitari U(a,A) che descrivono I’azione della trasfor-
mazione sopra citata sugli stati, come abbiamo visto per il campo scalare (cfr. (2.2.8),
abbiamo che la trasformazione del campo vettoriale & tale che

Ula, N W*(z) U (a,A) = (A", W¥ (Az + a) (2.3.114)
ovvero, equivalentemente

U™ a, AWH*(2)U(a, A) = A, WY (A (z — a)) (2.3.115)

2TUn campo quadrivettoriale come W*, dal punto di vista delle rotazioni, ¢ la somma
diretta di un campo vettoriale (s = 1) e di un campo scalare (s = 0).
La condizione 0, W*" = 0 elimina la componente scalare e quindi lascia solo lo spin 1.
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per cui, usando l'espressione di sinistra dell’equazione del moto (2.3.120) se
ne deduce che

Oum*WH =0= 9,W+ =0 (2.3.121)

dove si & fatto uso del fatto che la massa del campo non é nulla.
Analogamente, partendo da F**¥ si dimostra che anche la quadridivergenza
di W** ¢ nulla, per cui, in definitiva, risultano cosi dimostrate le equazioni
di moto (2.3.116) sia per W* che per W*#.

La densita lagrangiana (2.3.117) é poi evidentemente invariante per tra-
sformazioni di gauge di prima specie e la corrente conservata che, via il
teorema di Noéther, consegue da questa invarianza pud essere scritta nel
modo seguente?®

oL oL ] (2.3.122)

0 s e s

OVVero
JH(x) = i [FW, = FRRWS| =i (MW — 9PW) W, — (MW — 0PWH) Wy | =
=i [(@ W)W, — (9PW ) W, — (DMWY W + (0P W) W] (2.3.123)
che, tenendo conto che 9,W* = 0, si puo riscrivere come
JH() = i [(0PWYW, — (W) W]+ 0, [WHWP — WHW] (2.3.124)
ma il termine
JH =00, [WHWP — WHIW*P| (2.3.125)

e essendo la quantita in parentesi quadra antisimmetrica in e p, essa
soddisfa separatamente ’equazione di continuita d,J" = 0;

e il suo contributo allintegrale spaziale di J%(x) ¢ nullo perché
JO =i, [WOWe — wOw*r| = igy [WOwE — wow|
coincide con una divergenza nelle sole variabili spaziali.

Per questi motivi si pud dunque assumere che 'espressione della corrente
conservata per il campo vettoriale carico di massa m sia la seguente

JE = i [~ QWY)W + (9" W) W] (2.3.126)

28Questa definizione ¢ formalmente opposta alla (1.4.158). Abbiamo gia notato che il
teorema di Noéther definisce la corrente conservata a meno di una costante moltiplicativa:
in questo caso, come vedremo, & opportuno scegliere il segno contrario a quello usuale
nella definizione di J* per coerenza con la metrica di Minkowski.



2.3. IL CAMPO VETTORIALE MASSIVO CARICO 65

La quantizzazione dei campi W* e W1, al solito, viene effettuata espan-
dendoli in termini di operatori di creazione/distruzione, nel modo seguente

3 3 . .
Wh(z) = 2;‘1 / QEj(;r)g [A(rp) e (r,p) e + Bl (r,p) e (r,p) e¥*|  (23.127)

3 3
wir(z) = ; / 2Ej(;r)3 [B(r,p) e (r,p) e + Al(r,p)e¥(r,p) €| (23.128)

dove

e A(r,p) annichila la particella di quadrimpulso p = (E, ,p) = (vVm? + [p]%, p)
e di stato di polarizzazione r;

o Af(r,p) crea la particella di quadrimpulso p e polarizzazione 7;
e B(r,p) annichila antiparticella di quadrimpulso p e polarizzazione r;
e Bi(r,p) crea I'antiparticella di quadrimpulso p e polarizzazione r;

Questi operatori soddisfano le seguenti regole di commutazione (tutte le altre
sono nulle ...)

[A(r,pj,AT(s,q-)} = [B(r,m,BT(s,q-)} = 2E,(21)® 6, °(F—q)  (2.3.129)

dove 6, ¢ il simbolo di Kronecker.

Quanto allo stato di polarizzazione, esso & specificato dalle tre quantita?
et(r,p), per r = 1,2,3, le quali, affinché sia garantita la condizione di
quadridivergenza nulla d,W* = 0, devono soddisfare il vincolo

Vr: pue(r,p) =0 (2.3.130)

Sempre nel caso di una particella di massa m # 0, la scelta consueta & quella
di iniziare definendo le polarizzazioni €*(r, 0) nel sistema di riferimento dove
la particella ¢ ferma, ovvero dove essa ha quadrimpulso p = (m,0,0,0) e
quindi di estendere la definizione al caso in cui essa essa ha impulso spaziale
P, usando il boost che effettua la trasformazione B(p) - p = (E,p) senza
ruotare gli assi, cioé attraverso la matrice (boost) di Lorentz

£ Pz Py Dy
m m m m
Pz 1 + pgpz pg‘py pg‘pz
m m(E+m m m m(E+m
B(ﬁ) = Py Py(Pac ) 1+ ( ij;pz %ypz ) (23131)
m m(E+m) m(E+m) m(E+m)
Pz Dz Px Pz Py 1 + PzP=z
m m(E+m) m(E+m) m(E+m)

29 Anche se possono averne 'apparenza, come vedremo fra breve, gli €* non sono
propriamente dei quadrivettori.
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definendo
e (r, p) = B(p)*, ¢ (r,0) (2.3.132)

Nel riferimento di quiete, la polarizzazione, dovendo essere ortogonale (nella
metrica di Minkowski) al quadrimpulso, deve essere tale che

et(r, 6) = (0,€(r))

dove gli €(r) sono tre versori indipendenti, individuati ciascuno dall’indice r.
Se indichiamo con €] = €, €2 = €, e €3 = €, i versori dei tre assi coordina-
ti, allora una scelta possibile & semplicemente la seguente®® (polarizzazioni
lineari)
dry=é < €(r,0) ="

la quale conduce, secondo la regola sopra indicata, a funzioni e*(r,p) di
polarizzazione reali e coincidenti semplicemente con le colonne della matrice

B(p), ovvero queste polarizzazioni®! risultano essere espresse dalla relazione

e (r,§) = B, ¢(r,0) = B = (Zl R L Tﬁ%) (2.3.134)

dove p, indica la componente r—esima del vettore p e d; ¢ il simbolo di
Kronecker.
Le polarizzazioni lineari cosi definite soddisfano evidentemente la condizione

e (r,p) = —eu(r,—p) (2.3.135)

Esse soddisfano inoltre la condizione di completezza3? seguente

’ ptp”
Z (r,P)e™ (r,p) = =" + =5 (2.3.140)

30Un’altra scelta possibile & quella delle polarizzazioni circolari che vedremo fra breve.
31Gi osservi che se indichiamo con 7 il versore dell’impulso spaziale della particella,
essendo allora p, = m~yfBn., ne segue che

'(r,p) = (YBnr , Sir + (v — D)nr ) (2.3.133)

dove abbiamo usato il fatto che 2;’1 =v-1

320sserviamo che, dalla definizione, ¢

e (r,p) = B(p)", € (r,0) = B(p)",0, = B({H)", = —B({H)"" (2.3.136)
Dunque

3

Ze”(r,ﬁ')e*"(r,ﬁ) =— ZB(@&;B(@” = —B@)", B(p)" " + B(p)", B(@)"° (2.3.137)

r=1 r=1

ma, per le ben note proprieta delle matrici di Lorentz, risulta

B(p), B(p)"* = B(p)!, B(p), 67" = o5 67 = 6" (2.3.138)
dunque, essendo
u vo _ P p" _ p'p”
B B =L -
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insieme alla relazione di ortogonalita33

f“(saﬁ) GZ(TJT) = 557" = Gsr (23143)

dove abbiamo voluto rendere esplicito che la d,,. di cui sopra indica ’elemento
(sr) del tensore metrico di Minkowski.
Le polarizzazioni lineari, perd, non descrivono stati nei quali la terza

componente dello spin ¢ definita.
Questo accade, invece, per le polarizzazioni circolari. Scegliendo ’'asse z
come asse di quantizzazione, nel C'M esse vengono definite come

N D T B P

&'y, (0) = F 50, 1+0,0) = F [€(1,0) e (2,0)]  (2.3.144)

=, =,

%) (0) = €"(3,0) (2.3.145)

e quindi, in termini delle polarizzazioni lineari, abbiamo

o) = F s LA LSQP ) =G (23140

da cui, ricordando che le polarizzazioni lineari sono reali, si ricava in parti-
colare che

(@en®) =-ey®  (#y®) =)@ (2.3.147)
= (g7s>(ﬁ7)* = (=17, () (2.3.148)

*

mentre risulta, per qualunque s = 0, £1

éf;)(—ﬁ) = —&5)u(P) (2.3.149)

Poicheé, come ¢ facile convincersi, si passa dalle polarizzazioni lineari a quelle
circolari (e viceversa) attraverso una trasformazione unitaria, le condizioni
di completezza e di ortogonalitd permangono nella forma gia vista.

abbiamo infine la relazione di completezza cercata, ovvero

3

D P (np) = —6" + % (2.3.139)
33Infatti si ha
€“(s,p) €, (r,p) = (B(p) e(s,@))” . (B(p) e(r, 6)); (2.3.141)

e per il fatto che le matrici di Lorentz sono reali e le ben note proprieta del prodotto
scalare fra quadrivettori, questa quantitd ¢ pari, in effetti, a

¢ (5,0) € (r,0) = 6% = sy (2.3.142)

visto come sono definite le polarizzazioni lineari nel sistema del C' M.
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Piu esplicitamente, se definiamo la matrice unitaria V seguente

1 _i o 1 _L
V2 V2 : V2 V2
_ — | i
V= 01 Oi (1] & V= 7 0 7 (2.3.150)
2 2 0 1 0
allora accade che
3
€y (@) = > Ve e(r, ) (2.3.151)
r=1
dove l'indice s = —1, 0, +1 descrive la componente z dello spin associata alla

polarizzazione circolare considerata, mentre l'indice r = 1, 2, 3 si riferisce
alla polarizzazione lineare definita dalla (2.3.134).
Poiché le polarizzazioni lineari sono reali, evidentemente si ha altresi che

) = ZV e (r,p) = ZVTe“rﬁ) Z (5 (2.3.152)

e dunque

1
e(r,p) =Y V8Léq® (2.3.153)

s=—1

(r,p) = Z Vir € (D) (2.3.154)

s=—1

per cui la rappresentazione spettrale del campo, scritta usando le polarizza-
zioni circolari, diviene

Z/ 28, A(r,p) e (r,p) e ipr | BT(T 7)€ (r, ]7)6””5"} _

a Z Z /QE (r.P) Vit (B) e + BY(r ) Virdlts (7) e”’ﬂ (2.3.155)

r=1s=-—1

e dunque, ponendo
3
Ay () = ZVTA (ri) & Al )= th Al(r,p) =S Ve AT(r, ) (2.3.156)
r=1
e procedendo nello stesso modo per B e B, abbiamo infine che

+1 3
d’p ) A —ipx ~* » ipx
W) = 3 | g e [ @A @™ + @@ B, @] (23157

+1 3
dp ~ ~ —q ~ 1 7
W) = 3 [ st [ B @ e+ @0 Ay @] s
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Quanto alle regole di commutazione, ovviamente le uniche non nulle sono
quelle fra A e At e fra B e Bt. Data la trasformazione unitaria che lega questi
operatori a quelli introdotti per le polarizzazioni lineari per cui valevano
le (2.3.129), queste regole di commutazione restano formalmente le stesse.
Procediamo riguardo ad A e At (per BeBtelo stesso). Risulta

NI
N

[ @), Aly(@] = VLA, B), VaAT(0,0)] =

o
Il
—
f=n
I
i

I
Mco
Mm

ViV [Ala, 5, AT, 9)] =

o
Il
—_
f=n
I
i

ViViy 2B, (27)% 60 6*(5 — @) =

I
Mw
Mw

o
I
—
o
I
i

ViVia 2B, (27)* 8* (5 — q) =

I
NE

a=1

= 2E,(21)3 64 63 (P — ) (2.3.159)

Torniamo alle polarizzazioni lineari e consideriamo la funzione d’onda
YH(r,p;x) che, in rappresentazione delle coordinate, descrive lo stato di
singola particella di impulso ' e polarizzazione r. Essa3* ¢ data3®36 da

Y (r, pia) = ' (r, p) e P =< QWH(x) |r, > (2.3.165)

34Per lo stato BT (r, )| > occorre semplicemente scambiare W con il suo hermitiano
coniugato W1,

35Chiaramente, in rappresentazione delle coordinate, la funzione d’onda dello stato
|, > dovra essere proporzionale a ¢ (r,p)e”P"  visto che questa funzione, per defi-
nizione, descrive appunto uno stato di polarizzazione r e quadrimpulso p. Ovviamente la
funzione d’onda puo essere scalata per una costante complessa arbitraria, il cui modulo
ne cambia la normalizzazione. La scelta fatta corrisponde ad avere una densita spaziale
di particelle pari a 2F.

36Puo essere interessante osservare che, posto

(i) = ' (r,p) e P =< QQWH(x) |r, § > (2.3.160)
allora, essendo
Ula, ) W*(x) U a,I) = WH(z+a) = Uz, )W*0)U '(z,1) = WH(z) (2.3.161)
ecco che risulta

o (r, g x) =< QU (z, ) W)U (z,I) |r, 7 > (2.3.162)

ma (U(a,I) = ")
<QU(a, 1) =<Q|; U Yz, D) |r,g>=e P |r,p> (2.3.163)
per cui ne concludiamo che
P (r, pix) = e P < QWH(0) |r, P > (2.3.164)

fattorizzando cosi la dipendenza spaziale da quella legata alla polarizzazione.
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Coerentemente con l'espressione (2.3.126) della corrente conservata a
causa dell'invarianza di gauge di prima specie della Lagrangiana (2.3.117),

JE o= —i [(aNWV)Wj—(aﬂWJ)WV = /d3xJ0(x,t):cost
= —z—/d3 (@ wrywf = @"whw| =0 (2.3.166)

la densita di particelle associata alla funzione d’onda (2.3.165), ovvero allo
stato |r, p >, vale 2F, infatti, per la (2.3.143), risulta

pla) = I°(x) = i |0 (r, B )y (r, B ) — (0™ (. B ) W (r, i )| =
= 2V =2F (2.3.167)

Ed ¢ ancora per lo stesso motivo che il prodotto scalare fra due stati di
singola particella |a > e |b >, rappresentati rispettivamente dalle funzioni
d’onda wé*a)(x) e Py () si deve scrivere3’

< alb>= —i / & [(0°0f) (1)) (@ 1) — (0 (@) vy (@.0]  (23.170)

Passiamo adesso a considerare la legge di trasformazione sotto il gruppo
di Poincaré degli operatori di creazione e distruzione del campo vettoriale,
allo scopo di determinare come queste trasformazioni agiscono sugli stati di
particella/antiparticella.
Ricordiamo che il campo vettoriale gode della proprieta per cui

Ula, N WH(z) U (a, A) = (A™H*, W (Az + a) (2.3.171)

La presenza nella rappresentazione del campo delle funzioni che descrivono
gli stati di polarizzazione

3 3
;/wj(;r)i% {A(T’ﬁ)eﬂ(r@‘i_m + BT(T,@e*“(r,ﬁ)e"”ﬂ (2.3.172)

richiede che, per stabilire la legge di trasformazione degli operatori di crea-
zione e distruzione in modo coerente con la (2.3.171), si debbano conoscere

37Per gli autostati dell’impulso di cui sopra, si ha
<rpls,qd>= —i/dsm [(80¢“(s,(fgm)) ¥, (r, P x) — (Oow*“( )) P* (s, ”x)} (2.3.168)
cioé, coerentemente con le regole di commutazione, risulta

<7pls,q>

—i/dsx [(a%"’q’“)e“(s,q} €, (r, p) ePT €, (r, D) (aoem)e"'”e“(s,q')] =

ﬁ/d% (@° +p")e™ PV & (r, 7) (5, @) = 2p° 8,5 (27°) 6% (5 — @) (2.3.169)
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preventivamente come gli e (r, p) cambiano sotto la generica trasformazione
p — Ap.
Ricordiamo che, secondo la definizione (2.3.134), risulta

(s, p) = B(P)", €(s,0) (2.3.173)

Questa definizione, pero, non implica affatto che essi siano quadrivettori !
Per esplicitare le loro proprieta di trasformazione, iniziamo dimostrando che
la quantita A - €(s,p) ¢ una combinazione lineare non banale (purtroppo)
delle polarizzazioni €(r, /fp), ovvero che qualsiasi siano A e p, risulta

A-e(s,p) = > Myse(r,Ap) (2.3.174)
r=1,3

con M matrice opportuna, che adesso determineremo.

La (2.3.174) puo essere riscritta equivalentemente usando la definizione (2.3.173),
come segue

A-B() - €(s,0) = > M B(Ap) - e(r,0) (2.3.175)
r=1,3

e dunque essa é equivalente all’equazione

B~Y(Ap) - A-B() - €(s,0) = Y My e(r,0) (2.3.176)
r=1,3

la quale si riferisce cosi solo alle polarizzazioni nel sistema del CM della
particella.
La matrice di Lorentz B~1(Ap) - A - B(p) ¢ in effetti una rotazione, poiché

trasforma p in se stesso: si tratta della rotazione di Wigner R(A,p) definita
da

R(A,p) = B Y (Ap) - A - B(p) (2.3.177)

Sia dunque Rjs la matrice ortogonale definita dalla rotazione di Wigner di
cui sopra in tre dimensioni. Si ha

-,

R(A,P)°, € (s H) =0 (2.3.178)

,0
R(A Y, €(s,0) = R(A,PY,0 =R(A, P, = Rjs (2.3.179)

Ma M4 e*(r,p) ha la componente temporale ovviamente nulla e la compo-
nente spaziale j-esima pari a Mj,, per cui resta cosl dimostrato che vale la
(2.3.174) con M = R, ovvero che

A-e(s,p) = Rpse(r, Ap) (2.3.180)

dove R ¢é la matrice di O(3) individuata dalla rotazione di Wigner R(A, p)
definita sopra. Partendo ora dalla (2.3.180), otteniamo che

AV A e(s,P) = €(s,P) = Rps A1 - €(r, Ap) (2.3.181)
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da, cui, ricordando che R ¢ ortogonale, ovvero che R~' = R’ concludiamo
altresi che

Rise(s,p) = A1 e(t,Ap) < Ryse'(s,p) = (A"H" e(t,Ap)  (2.3.182)
Dato questo modo di trasformarsi dei vettori di polarizzazione, la legge di

trasformazione degli operatori di creazione e distruzione che garantisce la
(2.3.171) risulta essere la seguente

Ula, A\ A(s,p) U a,A) = e MR A(r,Ap) (2.3.183)
Ua,\) AT (s, ) U (a,A) = MR Af(r,Ap)  (2.3.184)

e lo stesso accade per gli operatori B e Bf.
Risulta infatti (U = U(a, A)...)

3 3
_ d’p _ —
A n 1 A — / A 1 _p ipT
Ul YW U™ @A) = 3 [ g UAG U ) e +
+ U B (r,p) U~ (1, p) eim} =
d3p iaAp 5 »
ia- A A o ipx
TXIC:/ 2Ep(27r)3 [6 Ry (ka p)é (T,@e +
4 6N R B (k, Ap) € (r, ) e
Ponendo g = Ap = p- 2z = (Ap) - (Ax) = ¢ - Az, abbiamo allora
Ula, \) WH(z) U (a,A) =
Z/ d3q —zq (a+Ax) Rk (j) 7’ ﬁ) +
- 2Eq(27r)3 ’
+ ) e Bk, @) e (r, ) | (2.3.185)

ma, per la (2.3.182), ed essendo sia la R che i vettori di polarizzazione reali,
risulta

ZR,W (r,p) =AY (k) (2.3.186)
ZR,W Mr,p) = (AH" ev(k, Q) (2.3.187)

per cui, sostituendo nella (2.3.185), otteniamo immediatamente la (2.3.171),
che risulta cosi dimostrata.
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Quanto infine all’azione delle simmetrie C', P e T, nel caso di polarizza-

zioni lineari per le quali risulta

eu(r;p) = —€(r, =p) = €,(r, P)

(2.3.188)

abbiamo (cfr.Appendice (B.4.175)-(B.4.176), (B.4.177)-(B.4.178); (B.4.187)-

(B.4.188); (B.4.217)-(B.4.218))

C A(r,p) cl = e MCB(r,p) CAT(r,ﬁ) cl = ei"CBT(r,ﬁ)
CB(r,p)C ' =e" A(r,p) +— CBi(r,p) 07t =e M Al(r,p)

PA(r,p) P~ = e P A(r, —p) +— PAT(T,@ pt=¢np AT(T, —p)
PB(r,p) P~ = """ B(r,—p) <— PBi(r,p) P~ = e " Bi(r, —p)

dove P = 41

T A(r,p) T7' = e A(r, —p) «— T Al(r,p) T™' = & Al(r, —p)
TB(r,p) T~ =e" B(r,~p) «— TB'(r,p) T~ = e " Bi(r, —p)

mentre sugli operatori di creazione e distruzione associati alle polarizzazioni
circolari, si ha (cfr.(B.4.181); (B.4.189) - (B.4.190); (B.4.213))

e~ By, (7)
e Bl (p)
ei”'c A(f) (P)
e~te AJ(rs) (P)

(2.3.195)

(2.3.196)

etnr (_1)5 ”(r:s)(_m
™" (—1)° 4%—5)(_15’)
e " (_1)S~B(7S)(_@
" (=1) B(_g)(—p)

(2.3.197)

e comunque, per i campi, risulta (cfr.(B.4.179)-(B.4.180); B.4.195)-(B.4.196);

(B.4.211)-(B.4.212))

CWH(z) O™t = e~c Wik(g)

PWH(z) P~ = ¥ W,(Px)
TWH) T =

—e "W, (Tx)

s CWH(z)C™l = ee WH(x)
—  PWW(a) P! = W/ (Px)
— TWH@) T = - W(Tx)

(2.3.189)
(2.3.190)

(2.3.191)
(2.3.192)

(2.3.193)
(2.3.194)

(2.3.198)
(2.3.199)

(2.3.200)
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dalle quali, per quanto riguarda la densita di corrente (2.3.126)

JH = =i [(0"W) Wi — (@ W W]

ricaviamo (cfr.(B.4.182); (B.4.197) e (B.4.224))

CJHMz)Cc !
PJ*x) P!
T J(z) Tt

—JH(x)
Ju(Px)
Ju(Tx)
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(2.3.201)

(2.3.202)
(2.3.203)
(2.3.204)
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2.4 1l campo elettromagnetico

Consideriamo adesso un caso molto particolare di campo vettoriale cioé quel-
lo del campo elettromagnetico A*(z).

Ricordiamo che, classicamente, in assenza di cariche e correnti, il campo A¥
soddisfa la seguente equazione del moto

Oy F'" =0A" — 0"(0,A") =0 (2.4.205)
la quale puo essere dedotta dalla lagrangiana gia usata nel caso massivo
(2.3.117), ponendo m = 0, ovvero dalla lagrangiana3®:3?

|
L = 1 FYE, (2.4.207)

dove F'*¥ ¢ il tensore di cui alla (2.3.118), ovvero
FH = grAY — o¥ AP (2.4.208)

che, nel caso attuale, é proprio il consueto tensore del campo elettromagne-
tico

0O -FE, —E, —E,
FH = grAY — 9V AF = gz %2 B BOZ _%z (2.4.209)

E.-B, B, 0

A differenza del caso massivo, dall’equazione di moto (2.4.205) non di-
scende la condizione (2.3.121) della quadridivergenza nulla.
Questa condizione deve essere imposta indipendentemente, usando il fatto
che, fissato F},,, cioé fissati i campi elettromagnetici EeB , il potenziale A,
¢ indeterminato a meno di una trasformazione di gauge

Ay — Al = Ay — B (2.4.210)

dove x = x(x) ¢ una funzione scalare, a priori qualsiasi.

38Rispetto al caso del campo vettoriale carico di massa m, la lagrangiana presenta
adesso un fattore i invece di % perché adesso 9" A” compare quattro volte in essa, visto
che compare sia in F*” che in F),, essendo il campo A" intrinsecamente reale.
Chiaramente il fattore moltiplicativo non ha comunque effetto sulle equazioni di moto,
essendo esse omogenee nella lagrangiana: volendo scriverla correttamente normalizzata
nel sistema c.g.s. elettrostatico, il fattore sarebbe in realta fﬁ.

3981 noti che, nello scrivere la lagrangiana alzbiamo usato il fatto che, proprio per il suo

significato fisico in termini dei campi classici E e é, FH ¢ reale, i.e.
FH = Frv (2.4.206)

e dunque al campo quantizzato A* dovra poi essere richiesto di essere autoaggiunto.
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Questa arbitrarieta puo essere usata per scegliere A, in modo che soddisfi
la condizione (gauge) di Lorentz*°, cioé

0uA" =0 (2.4.211)
In questo modo, le equazioni di moto si semplificano e diventano
Oy F'"" =0A" — 0"(0,A") =0=04"=0 (2.4.212)
L’equazione
gAY =0 (2.4.213)

ha soluzioni piane della forma
AH = N ¢t etk (2.4.214)

dove k Kkt = k? = 0, N ¢ un fattore di normalizzazione ed €* descrive lo
stato di polarizzazione.

La condizione di Lorentz, come abbiamo gia visto nel caso massivo, implica
il fatto che non esistono tutte e quattro le polarizzazioni possibili, bensi solo
quelle per cui

ke =0 (2.4.215)

4L compatibili

Questa condizione riduce ovviamente a tre le polarizzazioni
con le equazioni del moto.

Pero noi sappiamo che gli stati di polarizzazione indipendenti per un fo-
tone avente impulso k sono solo due !
L’ulteriore riduzione avviene, come € noto, tenendo conto che la gauge di
Lorentz non esaurisce i gradi di arbitrarietd che abbiamo su A*, infatti

I'ulteriore trasformazione di gauge ristretta
A, — A;J =A, —0ux; Ox =0 (2.4.216)

lascia inalterate sia la condizione di Lorentz che il tensore F*.
Quest’ultima liberta di gauge corrisponde, per le soluzioni piane con k* fis-
sato, a traslare la polarizzazione nel modo seguente, dove A é un coefficiente
a priori arbitrario

= €l = e 4 NE! (2.4.217)

4OCome & ben noto dall’elettromagnetismo classico, basta che x(z) sia scelto in modo che
soddisfi 'equazione Ox = 9" A,: evidentemente il campo Aj, che discende dalla (2.4.210)
ha quadridivergenza nulla ed é equivalente ad A, per quanto riguarda la descrizione dei
campi elettromagnetici.

4INel caso massivo, la condizione sulla quadridivergenza eliminava il contributo scalare,
lasciando solo quello di spin 1.
Nel caso di massa nulla, un’affermazione simile perderebbe di significato perché, in questo
caso, ¢ lo spin come variabile a non essere piu definito.
Per massa nulla, si puo parlare, infatti, solo di stati di elicita definita (e questo & sempre uno
solo ...). La condizione sulla quadridivergenza elimina uno stato di elicita che corrisponde
aA=0.
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Questa possibilita ha conseguenze importanti, infatti proviamo a considerare
una soluzione con

k= (K0, k); et = (2,8 (2.4.218)
che soddisfa la condizione di Lorentz, cioé
e-k=0 (2.4.219)

La condizione di gauge (2.4.217) implica che si possa sommare a €” un qua-
lunque multiplo di k* e avere ancora una polarizzazione equivalente a quella
di partenza. Essendo certamente k£ # 0 dato che k ¢ sul cono luce, possiamo
allora, in ogni sistema di riferimento, fare sempre in modo che risulti

=0=¢"=(0,0 (2.4.220)
La condizione di Lorentz diviene allora
k-€=0 (2.4.221)

ovvero implica che €, a sua volta, sia trasverso all’impulso spaziale del fotone
e dunque esistano solo due polarizzazioni indipendenti.

In questa gauge, evidentemente, divA = 0 e, in assenza di cariche e cor-
renti, il potenziale scalare ¢ nullo, ovvero A° = 0: si tratta della gauge di
radiazione, detta anche gauge di Coulomb*? o anche gauge trasversa.

421] punto di partenza ¢ sempre rappresentato, naturalmente, dalle equazioni di Maxwell
per i campi elettrico ' e magnetico B, cioé

- = 1 0B
divkE = 4 th = —— — 2.4.222
v TP ro pn ( )
divB = 0 rotB = Ty L9 (2.4.223)
c c Ot

Dall’equazione sulla divergenza di B si conclude, come é noto, che possiamo trovare un
potenziale vettore A tale che

B(&,t) = rotA(Z, t) (2.4.224)

Questo potenziale, proprio perché é definito a meno di un termine irrotazionale, ¢ inde-

terminato a meno della somma con il gradiente di una funzione scalare I'(Z, t) qualsiasi,

cioé vale la liberta di gauge per cui

A(Z,t) — A(Z,t) + VI(Z, ) (2.4.225)
Venendo ora al campo elettrico E, dall’equazione relativa alla sua rotazione abbiamo

che

-~ 10B 10 - = 194
e dunque & possibile trovare una funzione V' (&, t) tale che
= 104 -
B+ - v 2.4.227
+ c Ot v ( )
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Questa gauge non €& covariante al cambiare del sistema di riferimento

Sostituendo adesso nella equazione della divergenza del campo elettrico, si ha

o= - 10A\ ., 19, =
4dmp = divE = div (—VV—C 8t)_—v V_catdWA (2.4.228)

ovvero otteniamo 1’equazione

V2V = —47p — %%dm{ (2.4.229)

Analogamente, dall’equazione per la rotazione di B, ricaviamo che

47 - 10E - ir = 19 - 104 =

D’altronde, per un qualunque campo vettoriale @ risulta che

rot rotd = —V72a+ V (div @) (2.4.231)
e dunque abbiamo che
dr - 10 1024 9~ =,
=5Vt g — VALY (divd)
2> 1024 47— 102 .
= VA-Gor =T+ 5 VV+V (divd) (2.4.232)

Usiamo adesso la liberta di gauge (2.4.225) per imporre che divA = 0.
Partendo infatti da un qualunque potenziale vettore A che riproduca, attraverso la sua

rotazione il campo magnetico B assegnato, possiamo sommargli il gradiente della funzione
I" che soddisfa ’equazione

V2T = —div A (2.4.233)

-

E’ immediato allora che il nuovo potenziale A=A+ VT avra divergenza nulla, infatti
divA = div (A + VT) = divA+ VT =0 (2.4.234)

Questa gauge é appunto la gauge di Coulomb, detta anche gauge di radiazione perché
particolarmente utile per descrivere la radiazione elettromagnetica ovvero i campi elettro-
magnetici in assenza di cariche e correnti.

In questa gauge, essendo divA = 0, i potenziali soddisfano le equazioni

ViV = —dmp (2.4.235)
o 10°4 dr > 10 =
VA — Zor = 77J+ EaVV (2.4.236)

Il potenziale scalare appare propagarsi in modo istantaneo, cioé a velocita infinita, mentre
questo non accade per il potenziale vettore che, in questa gauge, soddisfa I’equazione delle
onde con un termine di sorgente che & ,%rjjr %%ﬁv.

Data anche questa differenza di comportamento, nessuna meraviglia che la gauge di Cou-
lomb non sia covariante per trasformazioni di Lorentz !

Comunque, riguardo alla propagazione istantanea del potenziale scalare, sia chiaro che
essa non prefigura alcuna inconsistenza con la Relativita Ristretta perché, in effetti, cio
che determina il moto delle cariche sono i campi Ee B enonil quadripotenziale e questi
campi sono evidentemente invarianti rispetto alla gauge !



24. IL CAMPO ELETTROMAGNETICO 79

inerziale: lo risulta unicamente a meno di una trasformazione di gauge
ristrettal
Per un’onda che viaggia nella direzione k dell’asse z, possiamo scegliere

&(1) = (1,0,0) (2.4.244)
(2 = (0,1,0) (2.4.245)

e questo corrisponde a scegliere polarizzazioni*® lineari e reali, per cui risulta
quindi che

&) =&0), j=12 (2.4.246)

Concludiamo infine con una osservazione circa il significato della sorgente del potenziale
vettore (nella gauge di Coulomb). Abbiamo visto che

J+ 6 (2.4.237)

a\@
D\»ﬁ

Q)‘Q_-)

Ricordiamo adesso che, come qualunque campo vettoriale, anche la corrente J puo essere

decomposta in modo univoco nella somma di una parte irrotazionale J; e una parte a
>

divergenza nulla Jr

J=Ji+Jr con rotJ, =0 e divJr =0 (2.4.238)

Il potenziale A nella gauge scelta ha divergenza nulla per costruzione e dunque la sua
sorgente di cui alla (2.4.237) deve essere la parte a divergenza nulla della corrente J,
infatti

. 4 - 10 = am . 10 > 47 0
div (<274 L5V = =TT+ L5V = ~aini ~ T2
dmw (. - Op
- _ = L) = 2.4.2
: (de+ 8t) 0 (2.4.239)

Essa puo essere espressa in termini della sola corrente j, infatti se partiamo dall’identita

rot(rotJ) = V(divJ) — V2J = V2(JL + Jr) = V(divJy) — rot(rotJr)  (2.4.240)

essendo, come ben noto, la funzione di Green del laplaciano data da _H |zl 7] Ovvero
2 1 1 3=
——— ] =9 — 2.4.241
v (- g ) = (24.241)

ecco che, per quanto detto sopra circa I'indipendenza di JL e fT, risulta

V2, = V(divJy) = V(divJ) = Ji(Z,t) = —%ﬁ/dsy%(yy;‘ﬂ (2.4.242)
p —
9= —_ - U | 3 J( t)
VoJr = —rot(rotJr) = —rot(rotJ) = Jr(Z,t) = 4—1"015 rot | d’y ‘_, 7 (2.4.243)
p —

43Rispetto al caso massivo in cui si definivano le polarizzazioni nel sistema dove la
particella ha impulso spaziale nullo e si estendevano ai vari impulsi attraverso il boost
relativo che opera senza rotazione di assi, in questo caso questo non € possibile perché non
abbiamo il riferimento di quiete. E’ comunque questo un aspetto su cui torneremo.
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e(-k,1)

e{-k.2)

Figura 2.5: Polarizzazioni lineari del fotone e sua direzione di propagazione

Per ipotesi, i versori €,(1), €,(2) e k/|k| formano una terna destrorsa
come gli assi cartesiani x, y, 2: seguendo la convenzione usata da Bjorken e
Drell** assumeremo che sia

e.(1) = —&(1) (2.4.247)
£.(2) = &(2) (2.4.248)

Un’altra scelta equivalente é quella di usare polarizzazioni circolari, cio¢,
sempre per un fotone che viaggia lungo ’asse z

1
(—€.(1) —i&,(2) = ——=(1,i,0) elicita’ A\ =+1 (2.4.249)

V2

(@.(1) —ie(2) = \}5(1,—2',0) elicita A= —1  (2.4.250)

(1) = —&(F) (2.4.251)

Sempre riguardo alle polarizzazioni circolari, date le (2.4.247) e (2.4.248),
risulta altresi

(E(1) — i€.(2)) = &(—) (2.4.252)

S

(—&,(1) — i&,(2)) = &(+) (2.4.253)

E.(£) = &(F) (2.4.254)

443.D. Bjorken, S.D. Drell: Relativistic Quantum Fields, McGraw-Hill 1965
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Fin qui si & sempre assunto che 'impulso fosse diretto come ’asse z del
riferimento scelto, nel suo verso oppure in verso opposto.
Vediamo ora che succede nel caso generico in cui abbiamo

k= (k, k) (2.4.255)
Posto che sia
k =k (sin® cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) (2.4.256)
iniziamo definendo la matrice di rotazione seguente

Rp = R.(—¢) Ry(—0) R, '(—¢) = e "?Ls ¢ =102 ¢i0ks (2.4.257)

z

dove gli L; sono i consueti generatori delle rotazioni in tre dimensioni, cio¢
le matrici

(L)t = i€ (2.4.258)

Questa rotazione gode della proprieta per cui®®

R;(0,0,1) = (sin 6 cos ¢, sin@ sin ¢, cost) = R; (0,0,k) = k (2.4.263)

“SRicordiamo, per prima cosa, che una generica rotazione di riferimento R in tre dimen-
sioni puo essere sempre scritta come R = ¥ dove @/|d@| ¢ l'asse di rotazione (lasciato
invariato dalla stessa ...) e |@| ¢ ampiezza della rotazione stessa (in senso antiorario,
intorno all’asse di cui sopra): la rotazione (2.4.257) risulta essere una rotazione di —6
intorno all’asse @ = R.(—¢)fio, dove 7o = (0, 1,0).

Per dimostarlo, partiamo dal fatto che, in generale, risulta che @ei&‘i R = ¢i(RO)L
ia-L

7
ovvero la trasformazione in questione sulla generica rotazione e non altera ’ampiezza
della rotazione ma solo 1’asse intorno cui essa avviene che, invece di essere individuato
dall’originale @, é individuato da Ra.

Essendo nel nostro caso

Ry(—0) = e #nok (2.4.259)

' cos¢p —sing 0
e"tPls = sing  cosp 0 (2.4.260)
0 0 1

oy
n
\
&
Il

& evidente che R.(—¢@)flo = (—sing, cos¢,0) = i & l'effettivo asse intorno a cui avviene la
rotazione (2.4.257) e dunque che R.(—@) R,(—0) R; ' (—¢) descrive una rotazione di —6
intorno all’asse 7 che, su basi semplicemente geometriche, manda evidentemente il vettore
(0,0,k) in k.
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Poniamo dunque, per definizione*6
&s, k)= Ry &(s) = (s, k)= (0,é(s,F)) (2.4.264)

Essendo R reale, ne segue in particolare che, per polarizzazioni circolari,
risulta (si ricordi che le componenti delle polarizzazioni sono comunque solo
spaziali...)

() =—&F) = €Nk =—cu(-\Ek) =" (-\E) (2.4.265)
e (\ k

) =¢.(7) = (M E) = (=X, —k) = —eu(—X, —k)  (2.4.266)

Riguardo allo sviluppo del campo elettromagnetico in termini di operatori
di creazione e distruzione, questo & dato?” da (E, = [p)

2 3 ‘ |
W) = 3 [ s [ e (a7 a0 (7] =
3 ; .
— Z /QEZZ(;T)?’ {a()\,ﬁ) e“()\,ﬁ) e~ T 4 CLT()\,ﬁ) E*MO\,ﬁ) elpz:| (2.4.267)

A==%1

dove la somma ¢ fatta solo sui due stati di polarizzazione fisici e €*(\, p) de-
scrive appunto lo stato?® di polarizzazione del fotone generato dall’operatore
di creazione aT()\, P), quando esso viene applicato al vuoto.

Verifichiamolo adesso direttamente. Si ha infatti

R.(=¢) Ry(=0) R=(¢) (0,0,k) = Rz(—¢)Ry(=0) (0,0,k) = R.(—¢) (k sin6,0,k cosf) =
= k(sinf cos ¢,sin 0 sin ¢, cos §)

che é quanto volevamo dimostrare.
In forma esplicita, la matrice di rotazione in questione & data da

sin? ¢ + cos? ¢ cos 6 sin¢ cos¢(cosf — 1) sinf cos ¢
sin¢ cos ¢(cosf — 1) cos® ¢ +sin? ¢ cosd sinf sing | (2.4.261)
—sinf cos ¢ —sinf sin ¢ cos 6

R; =

Per concludere, ricordiamo infine che

(eid) 7?"f‘) = COS Qbé]k + Sinﬁbfjkmnm + (1 — COs d))njnk (24262)
ik

46Ne segue, allora, per esempio, che la convenzione sopracitata di Bjorken e Drell
(2.4.247) e (2.4.248) corrisponde, semplicemente, a individuare il vettore (0,0, —k) rispetto
al vettore (0,0, k) attraverso gli angoli di Eulero § =m, ¢ =0 ...

47¢cfr. J.D. Bjorkeen, S.D. Drell: Relativistic Quantum Fields, McGraw-Hill 1965, pag.74
Si faccia attenzione che, come vedremo fra breve, espressione (2.4.267) non conduce
a una legge di trasformazione del campo A" di tipo quadrivettoriale, come potrebbe
apparentemente sembrare !

48Infatti la funzione d’onda del fotone individuato dallo stato af (7, \) |2 > ¢& data, per
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Si osservi altresi che, per come & stato definito, il campo A*(z) risulta
certamente autoaggiunto®®.

Quanto poi all’algebra del campo, essa €& definita attraverso le seguenti
uniche regole di commutazione non banali

la(s,P),a’(r, Q)] = 2E, (27)3 (7 — ) 04y (2.4.273)

E veniamo adesso alla determinazione delle proprieta di trasformazione
del campo A*(x) sotto il gruppo di Poincaré.
E’ evidente, a questo riguardo, come sia fondamentale determinare per prima
cosa le proprieta di trasformazione delle polarizzazioni e* sotto il gruppo di
Lorentz.

Procediamo per questo in modo strettamente simile a quanto fatto nel ca-
so massivo e iniziamo fissando arbitrariamente un quadrimpulso "canonico"
del fotone k cosi fatto

i = (k,0,0, k) (2.4.274)

che, come vedremo, giochera il ruolo del quadrimpulso p = (m,0,0,0) per le
particelle provviste di massa.

le ragioni gia considerate, per esempio, nel caso del campo scalare, da
YN Br) = < QAM(@)d (F2) |2 >=

d3 —iqw * iqx
= Z/(Qﬂ')qu < Q‘ [G(A’,ﬂe“()\/7®e q +aT()\/,(j')E ”(X,(j')eq ] aT()\,ﬁHQ S
Y a
d3q e —iqx 3 N " ipx
— Z @npoE, € N, q) e " (21)% 6an 6(7— P) 2B, = €"(\,P) e (2.4.268)
Y a

49Fssendo il campo A" autoaggiunto, la lagrangiana che ne descrive la dinamica non pud
essere invariante per trasformazioni di gauge di prima specie e dunque non puo esistere
una corrente legata ad una carica conservata ... che, del resto, il fotone non possiede.
Questo perod non significa che non sia possibile associare alla funzione d’onda (2.4.268) una
corrente di probabilitd conservata dalla dinamica, che continueremo a chiamare J*(z), la
cui componente temporale J°(x) = p(x) fornisca la densita di fotoni per unita di volume
associata alla funzione d’onda di cui sopra. Come nel caso massivo, risulta

JH () = =i [(0"")ey, — (0" ) Y] (2.4.269)
Questa corrente & conservata e gauge-invariante. Per la funzione d’onda (2.4.268) abbiamo
J4@) = i [~ D 0D — i7" €SO0 D € (A7) (2.4.270)
e usando un risultato che dimostreremo fra breve, secondo cui
€'(r,q) (s, q) = 0rs (2.4.271)
ne segue che
JHx)=2p" — J%x)=plx)=2FE (2.4.272)

ovvero che anche questi stati rappresentano 2E particelle (fotoni) per unita di volume.
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~

Come si é detto, per questo quadrimpulso k, possiamo scegliere le due
seguenti polarizzazioni indipendenti

) 1 . 1
(0,—1,—i,0);  €“(— k)= —(0,1,—4,0) (2.4.275)

(+,k) = — il

(k)= 7 7

E’ immediato verificare che le polarizzazioni che noi abbiamo gia definito nel

caso di impulso spaziale di modulo qualsiasi k, ma comunque diretto lungo
I’asse z, si possono ottenere anche attraverso la legge di trasformazione

(., k) = B(k)", € (£, k) (2.4.276)

dove B(k) ¢ il boost lungo l'asse z che trasforma k* = (k,0,0, k) in

k' = (k,0,0, k). Essendo infatti le componenti di e*(+, k) trasverse rispetto
all’asse z, evidentemente questo boost non ¢ in grado di modificarle, per cui,
in accordo con la (2.4.276), risulta, come deve essere, che

(%, k) = (%, k) (2.4.277)
Nel caso in cui k non sia diretto lungo ’asse z, abbiamo poi stabilito che
e (+, k) = R(k) (£, k) = R(k) B(k) (£, k) = L(k) e(+,k)  (2.4.278)

(2.4.261) e la matrice di Lorentz L(k), funzione
k), & definita quindi come

-

dove R(k) ¢ definita dalla
del quadrivettore k = (|k|,

L(k) = R(K) B(|k]) (2.4.279)
e dunque ¢é evidentemente tale anche che

L@ﬂﬁ”:(R@ﬂﬂMDiﬁ”:k“ (2.4.280)

Si osservi adesso che le polarizzazioni e (=, E), qualunque sia il quadrimpulso
del fotone, hanno comunque sempre parte temporale nulla (oltre, natural-
mente a essere tali che ke = 0), sinonimo, questo, del fatto di operare nella
gauge di Coulomb. Inoltre, per le ben note proprieta delle trasformazioni di
Lorentz, risulta evidentemente che

(k) en(s k) = (LGS, € (r k) (L(R)T ex(r k) =
= &(r k:) (s, k) = Ops (2.4.281)

dove I'ultima uguaglianza consegue direttamente dalla definizione delle po-
larizzazioni nel sistema dove il quadrimpulso ¢ proprio k* = l;:(l,0,0, 1) in
cui esse sono ortogonali e space-like.

Osserviamo adesso che, data la (2.4.267 ), le componenti del campo A* sono
direttamente legate a quelle della polarizzazione e, per cui, mancando in
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quest’ultima la componente temporale, ne segue che A? = 0, e questo chia-
ramente pone un problema riguardo al modo di trasformarsi del campo A¥
sotto il gruppo di Lorentz !

Cerchiamo dunque di capire meglio questo aspetto della questione.
Supponiamo per questo di voler determinare la quantita A - e(=+, E)
abbiamo che

A-e(£,k)=A-L(k) - e(, k) = L(Ak) - L™Y(Ak) - A- L(k) - e(£, k) (2.4.282)
ma
L~ YAk)-A-L(E) -k =k (2.4.283)
e dunque la matrice di Lorentz
P(AE) = LN (Ak) - A - L(k) (2.4.284)

appartiene al piccolo gruppo del quadrivettore k: sitratta dell’esatto analogo
per la massa nulla della rotazione di Wigner che abbiamo discusso nel caso
del campo WH.

Sostituendo nella (2.4.282), ricaviamo

A-e(£, k) = L(Ak) - P(AK) - e(+, k) (2.4.285)

la quale mostra come, in ultima analisi, per conoscere A - €(+, E) sia fonda-
mentale esplicitare azione di P(A, k) su e(+, k).

Siccome, come si ¢ detto, P(A,E) appartiene al piccolo gruppo di k,
iniziamo con lo studiare questo sottogruppo del gruppo di Lorentz.
Si puo dimostrare che esso € un gruppo di Lie a tre parametri, i cui generatori,
in termini dei consueti generatori del gruppo di Lorentz, sono i seguenti

X =J1+ Ky; Y =J— Ky J3 (24286)
e I’algebra di Lie del gruppo, di conseguenza, & definita dai commutatori®®
[X,Y] = 0; [J3, X]|=1Y; [J3,Y]=—i X (2.4.290)

Come si vede, il piccolo gruppo di k ¢ isomorfo al gruppo euclideo in due
dimensioni F(2), fatto dalle trasformazioni rigide del piano in sé (due tra-
slazioni indipendenti e una rotazione ...).

50Infatti abbiamo

[X, Y] = [Jl —+ Kz, Jo — K1] = [J1, JQ] - [KQ, Kl] =iJ3—1J3=0 (2.4.287)
s, X] s, Jo + Ko =i Jo — iK1 = iY (2.4.288)
5, Y] = [Js Jo— Ki] = —iJy —iKs = —i X (2.4.289)
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Osserviamo adesso che

0 0 1 0 1 0 0-1
o 0o 0 o > 0o 0 0 o0 -
X=il 7 0 o 11 =X="10y o o ol = X=0 (2420
0 0 1 0 1 0 0-1

per cui risulta che, per qualunque numero reale «;, é

) 1+ %2 0 —a - %2
e X = [ 4jaX - % X2 = _2 (1) (1) 2 (2.4.292)
"‘72 0 —a 1- %2
Analogamente abbiamo che
0-1 0 O 1 0 0-1
Y =i _(1) 8 8 (1) = Yi=— 8 8 8 8 Y3=0 (2.4.293)
0-1 0 O 1 0 0-1
da cui ne segue che
2 1+2 53 0 -2
Y =T +igY — % Y2 = g é ? - g (2.4.294)
8 0 1-%
E infine risulta
0 0 0 O 1 0 0 0
o S I R e
0 0 0 O 0 0 0 1

Il generico elemento del piccolo gruppo del quadrivettore k puod dunque
essere espresso sempre nella forma seguente®!

Pla, B, ) = e (@X+BY) cidds (2.4.302)

!niziamo osservando che, siccome X ed Y commutano tra loro, il termine e!(@X+#Y)

nella (2.4.302) non richiede particolari commenti. Quanto alla posizione della rotazione,
si ricordi che J e K sono operatori vettoriali, per cui

R 'JR=RimJm; R 'K R=RmKn (2.4.296)
e dunque, nel caso della rotazione R = R(¢) = €'73  abbiamo che
R'XR=Xcos¢p+Ysing; R 'VYVR=Y cos¢—X sing (2.4.297)
D’altronde evidentemente risulta

ei(aX+BY) R= RRfl ei<"‘X+BY> R (2.4.298)
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e, per ipotesi, esso lascia invariante il quadrivettore ]Af, come del resto & im-
mediato provare direttamente dalle (2.4.292 ), (2.4.294 ) e (2.4.295 ).

Nella (2.4.285), pero, P(A, E) agisce sulla polarizzazione e non su k!

Quale ne ¢ 'effetto 7

La novita rispetto al caso massivo, come vedremo fra breve, ¢ che lo spazio
vettoriale costruito con le polarizzazioni €(+, 12:) non ¢ stabile sotto le tra-
sformazioni P(«, 3, ¢) del piccolo gruppo di kH.

A questo proposito, iniziamo osservando che dalla (2.4.292 ) ricaviamo, in
generale, il seguente risultato

(1,0,0,1) = (&, k) + —— " (2.4.303)
V2 V2k

e cosi pure, dalla (2.4.294 ), otteniamo che

- o

X el (£, k) = (. k) +

iBY _p L) — M L B L1
et et (L, k) = (k) F -k 2.4.304

per cui, ponendo

atib_ e (2.4.305)
V2k
si ha
. ~ ~ + 15 -
GOX) n(x ) = (e, ) i S o =
V2k
= M+, k) +ipetiE it (2.4.306)
mentre, evidentemente, risulta’?
0T (£ k) = TP (£, k) (2.4.309)
ma
R gHeX+8Y) p _ eiR_l(aX+BY)R (2.4.299)
mentre
R " aX+BY)R = a(X cosé+Y sing)+B(Y cosp — X sin¢) =
=X(awcosgp—Bsing)+Y(Bcosp+asing) =arX +LrY (2.4.300)
per cui possiamo concludere infine che vale comunque l'identita
e @X+8Y) p_ p i(arX+BRY) (2.4.301)

52LaA (2.4.306) e la (2.4.309) definiscono in ciascuno degli spazi lineari bidimensionali
{e(—|—, k), k} e {e(—7 k), k:} una rappresentazione fedele del piccolo gruppo di k.
E’ del tutto evidente che entrambe le rappresentazioni sono irriducibili e quanto ai
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per cui si ha

(P(a, B, ¢) e(=, l%))# = (ei(aX+5Y) '3 e(+, ]%))u =
— oo (62‘(0‘“5’”) e(+, l%))“ = e*i¢ [e“(i, i) +ip et 12;”] (2.4.310)

Se poniamo allora
L~ YAk)AL(E) = P(A k) = P(a, B, ¢) (2.4.311)

dove «, 3, ¢ saranno, evidentemente, funzioni opportune di A e k*, ecco che
potremo concludere che

Ae(\ k) = L(Ak)P(a,B,¢) e\ k) =
e [e(A, Kk) + i p e (Ak)] (2.4.312)

Come si vede, dunque, sotto ’azione di una trasformazione del gruppo di
Lorentz, le polarizzazioni che, in un sistema di riferimento dato abbiamo
definito nella gauge di Coulomb, acquistano, in generale, un termine propor-
zionale a k* essendo p e & funzioni opportune di A e k.

Questo fatto é ineliminabile dal punto di vista algebrico ma, come vedremo
fra breve, é senza conseguenze osservabili, data proprio 'arbitrarieta di gau-
ge ristretta che abbiamo quanto al campo A*.

Ma procediamo con ordine.

Definiamo la legge di trasformazione degli operatori di creazione e distruzio-
ne associati al campo elettromagnetico, sotto ’azione della rappresentazione
unitaria® del gruppo di Poincaré U(a, A) definita nello spazio di Hilbert dei

1
V2k’

{e(+,k),k} - X—77<(1) 8);3/—@7;((1) 8);.]3—((1) 8) (2.4.307)
{e(—,fe),i@} : X=7]<(1) 8);Y:—i7]<(1) 8), ng—((l) 8) (2.4.308)

per cui le due rappresentazioni sono palesemente entrambe non unitarie.

53 Anche nel caso di massa nulla, il piccolo gruppo ¢ non abeliano, come nel caso massivo.
La novita é che adesso esso ¢ anche non-compatto e dunque non possiede rappresentazioni
unitarie fedeli (isomorfismi) di dimensioni finita.

Le uniche rappresentazioni unitarie di dimensione finita che esistono mandano il sotto-
gruppo generato da X e Y nell’identita e quindi sono rappresentazioni del sottogruppo
(compatto) U(1) generato da J3, e dunque, se irriducibili, sono unidimensionali.

Quanto ai quadrivettori di polarizzazione e(=+), gli elementi del piccolo gruppo agiscono su
di essi mescolando ciascuno di loro con k*, per cui la rappresentazione del piccolo gruppo
cosl indotta & definita necessariamente in uno spazio bidimensionale fatto da e(+) o (),
ciascuno insieme a k.

Questa, in ultima analisi, € la ragione della impossibilitd di mantenersi nella gauge di
Coulomb.

generatori X, Y, J3, posto per comodita di notazione n = risulta:
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vettori di stato, in modo tale per cui

Ua,A)a(\ KU Y (a,A) = e M) Ak)e ™ (2.4.313)
Ua,A)af (A E)U Ya,A) = e“™al(\ Ak)e? (2.4.314)

dove ¢ ¢ la fase definita dalla trasformazione
P, B,0) = P(A k) = L™ (Ak) A L(k) = ¢/@X+8Y) gidds (2.4.315)

Abbiamo allora che, posto per semplicitd di notazione U = U(a,A), da
quanto sopra risulta che

UAM) U™ = ) /2E Ua(\p) U—leN(A,p}e—ipuh.c.] =

A==1

_ )\ A —ia-Ap _—i\op _u A —ipx hoel =
Azﬂ/QE% \p) e AP €T () P 4 |

= Z /2E A, @) e e e (N, ) e—iQ‘Auh.c.} (2.4.316)

dove, al solito, si & posto g = Ap.
Riprendendo ora la ( 2.4.312)

Ae(\ k) = 9 (e(A,A%) +ipes . (Ak)) (2.4.317)
e moltiplicando per e=*¢ A=! ambo i membri dell’equazione, si ha
e e\, p) = Are(N Ap) +ipe - p (2.4.318)

Sostituendo allora nella (2.4.316 ), otteniamo

UA” Z / E (j)e zaqe Yol 6“( ’mefiq-[\m_i_h'c‘} _
A==%1 2
= 2 /2E A @) et T A (A e (A, @) + ipe™ (A q)") + hoc.]
A==£1
— Z/ q—»)e zane qua;l/( ,@—i—h.c.—l—
&, 2B }
+ Z /2Ed q @e zaqe ip zpei)‘gip“—kh.c,}
A==%1

Evidentemente, quanto al primo addendo nell’espressione precedente, risulta

Z/QE Q)e iaq ,— quwu( ,(j)—l—h.c.}z

A==+1
(A% A”(a + Ax) (2.4.319)
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mentre, circa il secondo, esso puo essere evidentemente espresso come
(Afl)“ Z / ﬂ [a()\ q) e tad ffiq'Ag”pei/\5 1g* 4+ h.c } (2.4.320)
vV )\::l:l 2Eq(27_‘_)3 ) L. S
Definiamo ora la funzione seguente
oz) = Y /dgq |a(@X) e pe 4 he| (24.321)
= R 2E,(27)° ; .C. 4.

dove p e £ sono funzioni opportune di A e §.
Dalla definizione é immediato che il campo ® soddisfa ’equazione di Klein-
Gordon a massa nulla e che la quantita ( 2.4.320) pud essere espressa come

- qu —ig(a T 7 -
TS /2E(277)3{a(>\’®6 g(a+A )pek5zq“+h.c.}:
A==+1 q

= _(A—l)u

v 3(Aa), ®(a + Ax) (2.4.322)

per cui abbiamo alla fine che

Ula, A) AP(z) U (g, A) = (A1) <A”(a +Ax) — 8(&)” B(a + A:c)) (2.4.323)

54 cio¢ a meno di una trasformazione di gau-

E’ solo in questo senso
ge (a sua volta intimamente legata alle rappresentazioni del piccolo gruppo
di k negli spazi {6(:|:, l;:),fc}), che possiamo concludere che il campo elet-
tromagnetico, definito attraverso la decomposizione spettrale (2.4.267) e le
polarizzazioni (2.4.278), si trasforma come un campo quadrivettoriale, cioé

che risulta

Ula, \)A*(z) U Ya,A) = (A™H)* A (a + Ax) (2.4.324)

54Precisiamo che la conclusione (2.4.323) ¢ quella algebricamente corretta, ma pro-
prio perché il termine aggiuntivo é un termine di gauge, la sua omissione non produce
conseguenze osservabili.
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Venendo infine all’azione delle simmetrie discrete C', P e T, usando gli
stati di polarizzazione circolare, come riportato in Appendice (cfr.(B.6.255),
(B.6.256), (B.6.270), (B.6.271), (B.6.276) e (B.6.281)), risulta che

Ca\k)C™! = —a(

—a(\ k) — Ca'(\E)C™' = —af(\E) (2.4.325)
CAu(z) 07 = —A,(z)

(2.4.326)

Pa(\E) P! = —a(=\ —k) «— Paf(\ k)P~ = —af(=\, —k)(2.4.327)
P A¥(z) P~ = A,(Px) (2.4.328)

Ta(\E)T™ ' =a(\, —Fk) — Ta BT ' =al(\, k) (2.4.329)
T AMz) T~ = A,(Tz) (2.4.330)

Osserviamo in particolare che, nel momento in cui richiediamo che sia
Ca(\p)C™' = —a(\,P); Ca'(\p)C~t = —a'(\p) (2.4.331)

stiamo dicendo che fotone e antifotone sono la stessa particella, cosa del resto
ovvia visto che il campo é autoaggiunto ...

Come si vede, pero, il fatto che particella e antiparticella in questo caso
coincidano, non implica che C' non abbia alcun effetto sullo stato di fotone,
infatti dalla (2.4.331) segue immediatamente che

Clk,s >=—|k s> (2.4.332)
ovvero che su uno stato di n fotoni, risulta
C|n fotoni >= (=1)"|n fotoni > (2.4.333)

e poiché l'elettrodinamica (QFED) ¢ invariante sotto C, da questo segue in
particolare che non possono esistere elementi di matrice, dovuti all’interazio-
ne elettromagnetica, fra stati iniziali C-dispari e stati finali fatti solo da un
numero di fotoni pari, oppure fra stati iniziali C-pari e stati finali fatti solo
da un numero di fotoni dispari: ¢ il teorema di Furry®>.

S5W.H. Furry: A symmetry theorem in the positron theory, Phys. Rev. 51, 125 (1937)
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2.5 Il campo di Dirac libero

L’evoluzione del campo di Dirac®® libero é retta dalla lagrangiana®”

L = YiyFo, —m)y (2.5.352)

56Le matrici v* sono matrici 4 x 4 che anticommutano fra di loro, risultando (si tratta
della loro definizione costitutiva !)

=26 (2.5.334)

Per quanto riguarda la loro forma esplicita, salvo diverso avviso, useremo la
rappresentazione di Dirac-Pauli, cioé

0 _ I 0 i 0 g;
y _< 0 —1 ) vy _( o, 0 ) (2.5.335)

essendo & = (0;) le usuali matrici di Pauli cosi definite

0 1 0 —1 1 0
01—<1 O)’ 02_(2' O)’ 03—<O _1> (2.5.336)

Le " sono quindi tutte reali, eccetto la v? che é immaginaria pura.
Accanto alle matrici v*, si definisce altresi la matrice reale 75 nel modo seguente

. 0 I
5 = ir0y g2y = ( | 0 ) - (vs)> =1 (2.5.337)

Essa anticommuta con tutte le v*.

La matrice 4° (come pure la s ...) ¢ hermitiana, mentre le 4* sono antihermitiane (essendo
le matrici di Pauli, invece, ovviamente hermitiane...).

Da questo e dalla (2.5.334) segue immediatamente che

7 ()T =" (2.5.338)

Venendo adesso all’azione del gruppo di Poincaré sul campo di Dirac, se (a, A) ¢ il generico
elemento del gruppo, tale che

(a,A) : r—x =a+ Az (2.5.339)

in termini delle trasformazioni unitarie U(a, A) che costituiscono la rappresentazione del
gruppo di Poincaré definita sullo spazio degli stati del sistema, risulta

Ula, N)p(z)U (a,A) = S HA)y(Az + a) (2.5.340)
ovvero, equivalentemente, che
U™ a, A) p(x)U(a,A) = ' (z) = S(A) (A~ (& — a)) (2.5.341)

La rappresentazione S(A) del gruppo di Lorentz (ortocrono proprio) ¢ la
rappresentazione spinoriale ed é definita nel modo seguente

i 7 1
S(A) = eT“m ™ cop oM = % ™, v"] (2.5.342)

Sotto questa rappresentazione, le 4* si trasformano come un quadrivettore, ovvero risulta
che

STHA) A S(A) = A*, 47 (2.5.343)
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Dalla definizione (2.5.342) della rappresentazione S(A) discende direttamente che

o siccome (o)1 = —L (v*9" —4"9")" = LT, 77T e 499#T4° = 4, si ha

2SN =8ATH) =571 (A) (2.5.344)

per cui la rappresentazione S(A) non ¢ unitaria (né potrebbe esserlo trattandosi di
una rappresentazione non banale di dimensione finita di un gruppo non compatto).

Dalla (2.5.344) segue in particolare che, prendendo I'hermitiana coniugata della
(2.5.340) e ricordando che (7°)? = I, quanto al campo 1, risulta

Ula, A) ¢! (x) U™ (a,A) = 9" (Az +a) ST (A7) =
= U, )¢ (@) U™ (0, A" = 9! (Az +a)1*7"S" (A7) =
= U(a,A)(z) U " (a,A) = p(Az + a) S(A) (2.5.345)

—

e la generica rotazione R(f) = e* ﬁ'f, definita dal vettore di rotazione 6 = 67, viene
rappresentata da

S(0) = e2 7 = cos(0/2) I + (i - 5) sin(0/2) (2.5.346)

o

e il generico boost B(¥) = ein K , definito dalla velocitd v, risulta rappresentato
da

dove si e posto

oq

> (2.5.347)

QL o

S(B) = e 317 = ch(n/2) T — (7t - &) sh(n/2) (2.5.348)

dove abbiamo definito la rapidita al solito modo, i.e. n = th™!(v) e si & posto

._ (0o &
a—((_f, 0) (2.5.349)

e siccome la matrice 5 anticommuta con tutte del 4", essa commuta con o*” ed &
quindi scalare sotto S(A), ovvero risulta

STHA) s S(A) =7 = [S(A), 7] =0

Si osservi che, poiché s non & multipla dell’identita, questo implica che S(A) non
é una rappresentazione irriducibile del gruppo di Lorentz !

57Al posto della lagrangiana (2.5.352) viene talvolta usata la forma hermitiana seguente
1 — — _
L= 7" (0ud) = Ou)y™d] — mid (2.5.350)

E’ immediato dimostrare che le due lagrangiane conducono alle stesse equazioni di moto,
visto che la loro differenza ¢ una quadridivergenza

AL = %[%”(aﬂw) + ()] = %%[%W] (2.5.351)

la quale, date le equazioni del moto, é anche identicamente nulla sulle soluzioni.
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da cui si ricava appunto I'equazione®® di Dirac per ¢ e per ¥ = T ~°, cosi
espressa

(iv"0, — m)y = 0; POyt + my = 0 (2.5.353)

In prima quantizzazione, posto E, = /p? + m?, le soluzioni piane del-
I’equazione di Dirac hanno la forma

u(p) e P u(p) e (2.5.354)
con gli spinori u(p) e v(p) che soddisfano, rispettivamente, alle seguenti
equazioni®

(F—m)u(p) = 0 (2.5.355)
(F+m)v(p) = 0 (2.5.356)

dove p = (E,, p) e abbiamo definito®® y = p,y*.
Per quanto riguarda, poi, gli spinori @ e v, essi soddisfano le stesse equa-
zioni degli spinori u e v, con la sola differenza che adesso I'operatore agisce

580sserviamo che, moltiplicando, per esempio, 1’equazione di Dirac relativa alla 1, a
sinistra, per l'operatore i 9, v* + m otteniamo

(i* 4" 0,0, —m*)p =0

La condizione {v*,7"} = 26" ¢ costitutiva della definzione delle v proprio perché essa

assicura che la ¢ (come pure la ¢ ...) descrive una particella libera di massa m, ovvero
soddisfa I’equazione di Klein-Gordon

(O+m*)y =0

Si osservi che questa equazione di K — GG, comunque, avrebbe quattro soluzioni a energia
positiva e quattro a energia negativa, cioé il doppio di quelle dell’equazione di Dirac !
La cosa non deve stupire visto che é stata ottenuta "iterando" in un certo senso I’equazione
di Dirac di partenza, passando da un’equazione alle derivate prime a una alle derivate
seconde ...

"Le equazioni (2.5.355) e (2.5.356) sono le equazioni algebriche in cui prende forma
I’equazione di Dirac quando si vada in rappresentazione dell’impulso.

50Ricordiamo alcune proprieta algebriche degli operatori che stiamo trattando. Risulta

FEm)(p+tm) = (mEp)(mtypy)=
= (puy" £m)(p.y” £ m) = pup, ¥'v" £ 2m y+ m?
1 v
= gpupe (Y E2my+m® =p £2my+m” =
= 2m® £ 2my=2m(m=Eyp) (2.5.357)

mentre &

WEm)PFm) = pupeyy —m’ =0 (2.5.358)
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sullo spinore a destra, invece che a sinistra per cui risulta®!

a@)(y—-m) = 0 (2.5.363)
(P (F+m) = 0 (2.5.364)

Gli spinori u(p) individuano soluzioni a energia positiva, infatti

z'gt [w(@) 7P| = Byu(p) e P (2.5.365)

a differenza degli spinori v(p) che, invece, per la stessa ragione, individuano
soluzioni a energia negativa: per entrambi i tipi di soluzione, poi, esistono due
componenti indipendenti dei relativi spinori, i quali, da ora in poi, saranno
quindi individuati anche con un indice r opportuno, ovvero

u(@ > u @ o) - oOF =12
La definizione esplicita degli spinori u e v che noi adotteremo ¢ la seguente’?

m+y o) ) m+y
0

") — s @) =al) 2 (25.366
L S RN Y O B Ut 4 (2.5.367)

vm+E, vm+ E,

51 Dimostriamo, per esempio, la (2.5.363). Prendiamo dunque '’hermitiana coniugata
della (2.5.355) e moltiplichiamola a destra per ~°.
Evidentemente si ha

(7 = m)u(@]"~" =0 (2.5.359)

ovvero

0=u@@—m) " =u@ "’ —m) " =a@ " -m)T+"  (25.360)

e siccome le 4% sono antiermitiane e anticommutano con 4°, che, invece, & hermitiana e il
suo quadrato é pari all’identita, abbiamo

Y -m) Ty =@ -m) (2.5.361)
per cui risulta infine che l'equazione per 4 assume la forma seguente

(F—mu@)] "7’ =0 = a@)@—m)=0 (2.5.362)

52Data la relazione (2.5.358), ¢ evidente che gli spinori u e v definiti rispettivamente
dalle (2.5.366) e (2.5.367) soddisfano le equazioni (2.5.355 ), (2.5.356 ), cioé I’equazione
di Dirac. In piu, occorre osservare che le definizioni in questione servono a fissare la
normalizzazione delle soluzioni.
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dove abbiamo posto%3

1 0 0 0
1 0 2 1 1 0 2 0

w! = o |5 u? =], | =, |5 =], (2.5.368)
0 0 1 0

per cui, definendo per comodita

m w() m w™
) () = 1( Eﬁ;)%(l) ) _ ( vy ) (2.5.371)

dove si ¢ usato il fatto che = |/E2 —m? 7.

Per quanto riguarda, poi, gli spinori v, ponendo adesso, in analogia con la
(2.5.369)

W = @ = ( (1) > s = ) = - ( (1) > (2.5.372)

65 risulta che

1 (- 3)w™ _ E, —m (i - &) v (2.5.374)
Jm+ E, \ (m+E)a® | — \ JE,+m o™ -

e queste due relazioni (2.5.371) e (2.5.374) mostrano chiaramente come, nel
limite di bassa energia, le piccole e le grandi componenti degli spinori v e v
si separino in modo opposto.

dalla loro definizione

o) =

53Puo sembrare che la scelta (2.5.368) per quanto concerne le v sia quantomeno bizzarra.
La ragione é che, come vedremo & proprio lo spinore associato a vél) che é associato
all’operatore di creazione di una antiparticella con s, = 1/2, mentre quello associato a
v(()2> si riferisce a s, = —1/2.
54Risulta infatti che, indicando con I I’identita in due dimensioni, esplicitamente risulta

_( (mtE) 5P ) [ (m—=EpI Gp
(m—i-l/)( o-p (m—Ep)] )’ (m P])< —G-p (m+Ep)I) (2.5.370)

e usando queste espressioni, le (2.5.371) e (2.5.374) seguono immediatamente dalle
definizioni (2.5.366) e (2.5.367), rispettivamente di u(™ () e v ().
5Quanto agli spinori bidimensionali w® e w?, risulta

'LI)(Z) = (’L UQ)ij w(j) <~ w(i) = (—Z O'Q)»L'j ?I)(j) (25373)

dove o2 & la matrice di Pauli, generatore in SU(2) delle rotazioni intorno all’asse y.
La scelta ¢ fatta in modo che la stessa rappresentazione di spin 1 /2 sia rappresentata nelle
basi w'? e @) da matrici complesse coniugate.
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Vediamo adesso quali sono le proprieta di trasformazione degli spinori®

sotto la rappresentazione S(A).
Iniziamo dimostrando che, se B(p) ¢ il boost di Lorentz definito dalla (2.3.131),
tale per cui, posto p = (m,0,0,0), allora B(p) p = p, allora risulta

u®)(B) = S(B)) u'® (0); v (p) = S(B(p)) v (0) (2.5.375)

=,

= a¥@) = a0 ST BE): @) =000 ST BE)  (25.376)

Ricordiamo intanto che, per quanto si € gia visto, per i boosts di Lorentz
puri (che agiscono, ciog, senza ruotare gli assi) vale la (2.5.348).

Nel nostro caso, poiché il boost, per sua stessa definizione, avviene con velo-
cita opposta a quella definita dall’impulso 7 della particella stessa, ecco che
se poniamo

7= % =vii ed n=th"'(v) (2.5.377)
ne segue che
_ o n S n
S(B(p)) = ch§I—|— (7 - &) sh§ (2.5.378)

dove le matrici @ sono definite dalla (2.5.349). Risulta dunque

S(B(p)) = ( ZZ:Z; e shl (ﬁc'hc?g ) (2.5.379)

2

per cui, in termini dei vettori a due dimensioni w(™ definiti dalla (2.5.369),
per quanto concerne gli spinori u, abbiamo

S(B()) u™(0) = v2m ( ch § w'” ) (2.5.380)

sh 1 (ii- &) w)

D’altronde

B 20 o 1+cha a _ [l1+cha
choa=2ch 5 1 = ch 5= 5~ ch2 —“72 (2.5.381)

e si ha anche

1
= ch’a =

1 — th’a = S
@ ch?a 1 —th2a

(2.5.382)

656Gl spinori u descrivono direttamente lo stato di spin della particella mentre gli spinori
v descrivono, nel modo che vedremo, quelli dell’antiparticella ed entrambi giocano, in
buona sostanza, lo stesso ruolo giocato, per esempio, dalla funzione di polarizzazione
€ (p) del campo vettoriale WH e A¥.
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Da quest’ultima relazione, essendo, evidentemente, nel nostro caso thn = v,
segue poi che

1 n 1+ 1+ E/m E+m
DN= Az T TV \/ 2 om ( )

Analogamente abbiamo

E E—
h2— 1= \/ +m \/ m (2.5.384)
2m

per cui risulta infine che

s - (T

E—m (i-&)w®™ > =ul(p)  (25.385)

in accordo con la (2.5.375).
Per lo spinore v risulta analogamente che

ch 2 w()

S(B(m)vm(ﬁ)_\/%( 2 (7 “;’ )-v(”(ﬁ) (2.5.386)

Esplicitiamo adesso, in generale, l'azione delle trasformazioni S(A) sugli
spinori. Iniziamo dagli spinori u: abbiamo

=,

SA)u () = S(A)SB(R)) ') (0) =
= S(B(Ap)) S(B~'(Ap)) S(A) S(B (257) 2(0) =
= S(B(Ap)) S(B~"(Ap) A B(p)) u*)(0) (2.5.387)
ma la matrice di Lorentz B~1(Ap) A B(p) = R(A,) ¢ una rotazione poi-
ché manda evidentemente p in sé: si tratta della rotazione di Wigner (cfr.
(2.3.177)) individuata da p'e A.

Come ogni rotazione, essa sara individuata da un opportuno vettore G=0 ,
e avremo allora, per la (2.5.346), che, in termini di questo vettore, risultera

S(R(A, P)) = cos(0/2) I +isin(0/2) (7 - %) (2.5.388)

dove le matrici 3 sono definite dalla (2.5.347).

Siccome S(R), come qualunque rotazione, ¢ diagonale rispetto alle gran-
di/piccole componenti, possiamo definire in modo ovvio la matrice R(6, )
di SU(2), corrispondente alla rotazione R(A, p), nel modo seguente

R(0,7) = cos(0/2) I +isin(0/2)(7i - &) = R(A, p) (2.5.389)
e risulta allora immediato che

S(R(A, ))u™)(

=
=

) = R(A, p)is u™ (0) (2.5.390)
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per cui, sostituendo nella (2.5.387), si ha finalmente che
S u(F) = R(A, ks u™ (Ap) (2.5.391)

Per quanto riguarda poi lo spinore v, siccome le rotazioni sono diagonali
rispetto alle piccole e grandi componenti e agiscono su di loro nello stesso
modo, la conclusione sarebbe esattamente la stessa di quella tratta per lo
spinore u se, nella definizione di v(s)(p), fosse stato scelto il vettore w(®) di
cui alla (2.5.369), invece del vettore @w(®) di cui alla (2.5.372), legati fra loro
da una rotazione di 180° intorno all’asse y, essendo infatti

ZZ)(T) — (_iUQ)ST w(s) “— w(s) = (Z UZ)T‘S UNJ(T) (25392)

Si dimostraS” allora che, in termini della stessa matrice R(A, p) che compare
nella (2.5.391), cioé dell’elemento R(A,p) di SU(2) definito dalla rotazione

5"Dimostriamo direttamente la (2.5.404).
Applicando le stesse considerazioni svolte per u<5>(p), giungiamo evidentemente alla
conclusione per cui

S(A) v (p) = S(B(Ap)) S(R(A, p)) v (0) (2.5.393)

Ma, essendo R una rotazione, data la sua struttura (2.5.346), potra solo rimescolare gli
spinori 1)<k)(0)7 k =1,2 fra di loro, cioé dovra necessariamente risultare

S(R(A, 7)) v (0) = My v (0) = S(A) v (7) = M, v\ (Ap) (2.5.394)

dove M sara una matrice 2 X 2 opportuna, che adesso vogliamo determinare.
A questo scopo, osserviamo che, ponendo

(i 02) sa 0¥ (0) = 3 (0) (2.5.395)

data la (2.5.392), risulta che lo spinore #(*)(0) & definito in termini del vettore w'® esatta-
mente come u® (6) (a parte 'inversione grandi/piccole componenti, irrilevante per le con-
siderazioni che stiamo svolgendo vista la struttura "diagonale" di S(R)), per cui possiamo
senz’altro concludere che

S(R(A, 5)) 9 (0) = Ry 9 (0) (2.5.396)
ovvero che

(i 02)sa S(R(A, ) v (0) = S(R(A, §)) 9 (0) = Roa 92 (0) = Rpa (i 02)w v (0)  (2.5.397)

Moltiplicando allora ambo i membri dell’espressione precedente per (—io2)qk € sommando
sull’indice a, ricaviamo ((02) = I) che

S(R(A, 7)) v™(0) = (02 Row) i v (0) = M =02Ros (2.5.398)

D’altronde, la rotazione R = R(A,p) di SU(2) avra la struttura usuale di una rotazione,
ovvero, se 7i individua ’asse di rotazione intorno a cui si procede per un angolo 6, sara

R=e2"% = [.cos(0/2) +i(7i - 3)sin(0/2) (2.5.399)
per cui

o2 Roa =1-cos(0/2) + i[it - (02502)]sin(60/2) (2.5.400)
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di Wigner
R(A, ) = B~ (Ap) A B(p) (2.5.403)
risulta adesso
SN v @) = R (A, §)is v (Ap) (2.5.404)

Quanto infine agli spinori @ e v, siccome vale I'identita
70ST(A)y? = S71(A), ¢ facile dimostrare da quanto precede che risulta

—

a9 S A) = R, p)ia® (Ap) (2.5.405)
FIE STHA) = R(A,p)s o) (Ap) (2.5.406)

D’altronde é facile verificare che
—0] = 02002 (2.5.401)

visto che o3 e 'unica matrice di Pauli immaginaria pura e che le altre due anticommutano
con essa. Dunque

M=03Roy=¢ 277 = R* (2.5.402)

che dimostra, appunto, la (2.5.404).

Ricordiamo a questo riguardo quanto gia visto nel Vol I, che, dato un gruppo G e una
sua rappresentazione matriciale ¢ — M (g), possiamo definire in modo canonico altre tre
rappresentazioni del gruppo G nello stesso insieme di matrici, nel modo seguente:

e g— M(g)"
o g— (M(g)")~
e g— (M(9)")"

Nel caso di rappresentazioni unitarie, evidentemente (M(g)t)71 = (M(g)t)T = M(g)"

1

1

e analogamente (M (g)T)_1 = M(g) per cui le rappresentazioni inequivalenti, in questo
caso, sono al massimo solo due.

Nel caso particolare di SU(2) queste due rappresentazioni sono in realtd una sola, ri-
sultando legate dalla trasformazione di verosimiglianza U* = o2 U 02 e dunque essendo
equivalenti tra loro.
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Ritornando alle proprieta degli spinori u e v, dalle definizioni (2.5.366) e
(2.5.367) segue®® inoltre che essi soddisfano le relazioni algebriche seguenti

i@ u"(P) = 2méy (2.5.407)
WO NG = 2E, 6, (2.5.408)
@ v (E) = —2més (2.5.409)
ot @0 (p) = 2E, 6, (2.5.410)

dove la ¢ é quella di Kronecker.

Passiamo adesso a definire i proiettori A4 sugli stati di energia positiva
e negativa. Dalla definizione delle u e delle v, unitamente alle (2.5.357) e
(2.5.358), risulta evidente che questi proiettori, una volta fissato il quadrim-

58Dalla definizione (2.5.366), usando la (2.5.357) e la (2.5.371), segue immediatamente
che

PO () — g@PEMEEM) @)
@™ (p)u"(p) Ug m+ E, Ug
2m ) e
= — =2 5'r9
) @ m) ) = 2m e,
la quale dimostra appunto la (2.5.407).
Un altro modo per arrivare alla stessa conclusione é quello di osservare che, date la
(2.5.375) e la (2.5.376), wu ¢ scalare per trasformazioni di Lorentz e dunque basta valu-
tarlo nel sistema del centro di massa dove, evidentemente, esso vale proprio 2m ;s
Veniamo ora alla dimostrazione della (2.5.408). Abbiamo

-,

@ (p)y"u' (p) = @ (0) ST (B(5) v S(B(H)) u'” (0) = (B()", 7 (0)7" " (0)

D’altronde, per come sono definiti, S)(O)'y”u(’“) (O) (2m,0,0,0)dsr = 2p 0rs e dunque,
per le proprieta di B(p), risulta cosi provata la relazione

a(S)(p),yuu(T) (p) = 2" 5

Riguardo agli spinori di tipo v, osserviamo che & naturalmente ancora vero che
~

o9 (p) v (p) = 2" (0) 0" (0)

ma adesso accade che P’azione della v° conduce ad un cambiamento di segno rispetto al
caso degli spinori di tipo u, infatti

7 (0) v (0) = 0" (0) 4° 0" (0) = =0 (0) 0" (0) = —2m 6ar
Questo non accade nel caso di o) (p)y*v" (p) per cui abbiamo

=,

o (p)y" 0 (p) = 2 (0)y"0" (0) = (B(#)", ) ()"0 (D)

essendo in questo caso ancora vero che

-, -,

7 (0)y" 0™ (0) = 0" (0)7"v " () = 26.+(m,0,0,0) = 2,
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pulso p*, non possono che essere i seguenti

As = As(p) = ”%7 (2.5.411)
Infatti%
Ay +A- =T (2.5.414)
(AL)? = Ax (2.5.415)
AyA =0 (2.5.416)
Avu = uw;  Arv=0 (2.5.417)
Aru = 0; A_v=w (2.5.418)

ovvero essi proiettano rispettivamente sugli stati individuati dagli spinori
u(p) (il proiettore A4 (p)), che descrivono, in prima quantizzazione, stati
con energia positiva e su quelli individuati dagli spinori v(p) (il proiettore
A_(p)), che, sempre in prima quantizzazione, sono associati agli stati con
energia negativa.

Un altro modo estremamente utile per rappresentare questi proiettori
(teorema di Casimir) passa attraverso le definizioni seguenti’™

([4)as = Zu Pay (5) = Z( () a” (ﬁ)) (2.5.419)
(T )y = Zv D)y (5) = Z( @M(@) (2.5.420)

Iniziamo esplicitando I';: dalla definizione, risulta

1

Ti)ag = m+ B, {XT:(F{JF myug a5+ m)} , =

1

- m—l—Ep{p{—}_m [Zuo

ma in rappresentazione di Dirac-Pauli risulta (gli ug sono reali ...)

T 7" 1 T T
Z &) 27 =3 uf " (2.5.422)

r

¥+ m)} (2.5.421)
af

998 osservi che, poiché per la (A.2.11) risulta che (v*)" = 4%4#~°, essendo
~%4° =1, ne segue che

(Ae)' =" Asr’ (2.5.412)
e dunque, data comunque una soluzione v, se definiamo ¥4+ = A1), risulta che
Pr = () 7’ = 9T (Ax)T7" =91y A 7% = PAs (2.5.413)

ovvero i proiettori Ay agiscono nella stessa forma sia sulla ¢ che sulla 1.
"°La sommatoria sull’indice r ¢ estesa, ovviamente, da 1 a 2.
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dunque
0
b+ = miEp(ﬂ—Fm)l—;V W+ m) =
= miEp %(F“r m)(y +m) + %(zﬁr m(F+m)|  (2.5.423)

D’altronde, tenendo conto delle proprieta di anticommutazione delle matrici
gamma, risulta

V+m) = my°+por°° + pin®y = ma° + por®y® — piy'a° =
m° + 2poy° = ° = 2E, + (m— p)7° (2.5.424)

quindi, usando anche la (2.5.357), si ha infine che

Iy = ijp {m(ﬂ+ m) + %(;;/er) 2B, + (m— myﬂ}} =
= miEp {m+m)+ E,F+m)} =p+m = Ay= %m (2.5.425)

Analogamente si dimostra che risulta’ altresi che

-1
r- = y-m = A_=—T_ (2.5.427)
2m

Torniamo adesso alle soluzioni dell’equazione di Dirac.
Noi sappiamo che, fissato un impulso spaziale qualunque p, esse sono quat-
tro, per cui é ragionevole aspettarci che possano esistere altri operatori di
proiezione i quali

e commutano con Ag;
e separano le soluzioni con r =1, 2.

D’altronde, queste soluzioni, distinte dall’indice r, hanno a che fare con i due
possibili stati di spin, per cui ci dobbiamo attendere che questi operatori IT+
siano una sorta di generalizzazione del proiettore non relativistico dello spin
che, nella direzione del generico versore 71, come € noto, ¢ dato, a seconda
che il verso sia quello di 7 oppure il suo opposto, da

1+7n-6

Py(il) = ——5— (2.5.428)

"1Si ricordi che, pur essendo anche in questo caso gli spinori vo reali, risulta perd

N 1-4° 3y tr
N R 25420
r T
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Il primo problema da risolvere, ovviamente, riguarda il modo di descri-
vere la direzione 7 in cui effettuare la proiezione: se vogliamo rendere la
definizione compatibile con la Relativita Ristretta, occorre che questa sia
definita tramite un quadrivettore™ che, nel sistema del centro di massa in-
dividui una direzione spaziale, ovvero sia della forma (0, 7).

Questa richiesta é praticamente gia sufficiente allo scopo, infatti ci dice che
il quadrivettore n* che stiamo cercando dovra essere tale che

ntn, = —1; n*p, =0 (2.5.429)

Queste condizioni restringono i gradi di liberta su n* solo a due, e questo &
appunto il numero di gradi di liberta che ci aspettiamo per n*, visto che una
direzione nello spazio ¢ fissata in termini di soli due angoli.

Osserviamo altresi che le condizioni (2.5.429) non possono fissare il segno
del quadrivettore n, e questa ambiguitd di segno corrisponde ai due versi
possibili associati alla direzione data.

Proviamo, tentativamente, a definire i proiettori di spin nel modo seguente

N

dove 5, come si ¢ gia detto, ¢ definita dalla (2.5.337).
Risulta™ allora quanto segue

M, Ax] = 0 (2.5.438)
(I1)? = I (2.5.439)
I, +1I. = (2.5.440)
I = 0 (2.5.441)

28y questo aspetto particolare, dovremo tornarci sopra ...
"3Iniziamo dimostrando la (2.5.438).
Si ha (Parbitrarieta di segno ¢ presente in entrambi i proiettori ...)

[1i%¢ mEypl _ £1
2 " 2m | 4m

[vs %, 9] (2.5.431)

[vs %, p] = np pu (179" = 7 157") (2.5.432)
e poiché 75 anticommuta con le v*, ne segue che
[vs 7.p) = nupoys (V'Y + 99" = nupers {7} =295 nup” =0 (2.5.433)
che prova quindi la (2.5.438).
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Gli operatori’™ I (n) cosi definiti hanno quindi le caratteristiche di proiet-
tori che commutano con le A4 (p).

Ma che proiezione descrivono ?

Per capirlo, vediamo che forma essi assumono nel riferimento del CM, dove
conosciamo la forma che dovrebbero assumere i proiettori di spin.

Iniziamo assumendo che la particella abbia, nel riferimento del Laboratorio,
un impulso spaziale j'e consideriamo, per esempio, il proiettore I (n) = I1..
Essendo un proiettore, i suoi possibili autovalori sono A=0e A =1 e i suoi
autovettori costituiscono una base.

Consideriamo allora un generico spinore u(p)

w(p) = o ul®(p) (2.5.446)
Passiamo adesso a dimostrare la (2.5.439). Risulta
Lty 1ty 1£2y 7+ vy o (2.5.434)
2 2 4
ma
v v 1 v
¥s s = nunu sy sy = —nune (vs) 2y = —nunyg{’y“,v V= —n,n* =1 (2.5.435)
per cui
1+ 1+ 2+2 1+
i 7z i 7 _ s 7 _ X 4 (2.5.436)

che prova appunto la (2.5.439).
Quanto poi alla (2.5.440), essa ¢ evidente.
Passando quindi alla (2.5.441), essa segue dalla (2.5.435), infatti

1ty 1Fvm97 11—y d
X L7 ) —0 (2.5.437)

™ Anche per i proiettori I+ vale la stessa conclusione gia tratta per i proiettori A+
ovvero che essi agiscono nella stessa forma sia sulle ¢ che sulle 1. Infatti

()" = (#)T = (W) (2.5.442)

ma, sia per il fatto che ’yg = s che per il fatto che (cfr. (2.5.338)) (") = 4°9#4°,
unitamente al fatto che ° anticommuta con le v, ne segue che

7' = () 5 = 1ur 775 = mur %5790 = 075 7A° (2.5.443)
e dunque, essendo 74 = 1, risulta che

() = (W) — /OO (2.5.444)

per cui, assegnata comunque una soluzione 1, se definiamo ¥+ = I11, risulta appunto
che

i = ()70 =0 ()10 = 170 T 7040 = 9T (2.5.445)
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e supponiamo che esso sia un autovettore di I (n) per I'autovalore A, cioé
I (n) u(p) = A u(p) (2.5.447)
Ponendo
w(0) = o, ul®)(0) (2.5.448)
ecco che il secondo membro dell’equazione (2.5.447) pud scriversi anche come
Mu(P) = A (asul (@) = A (a5 SB(E) ul)(0)) =
= - S(B(p)u(0) (2.5.449)
mentre, per quanto riguarda il primo membro, abbiamo
I (n)u(p) = ILi(n)S(B(p))u(0) (2.5.450)
Moltiplicando per S~!(B(p)) abbiamo dunque che
§HB@) Ly (n) S(BE)u(0) =Ty (87 ()n) w(@)  (25.451)

dove abbiamo usato le proprieta di trasformazione delle matrici v e 5 sotto
la rappresentazione spinoriale, le quali dicono che

-,

A - u(0)

STHA) s S(A) = s STHAIYHS(A) = 5 Anyy” = 45(A )y (2.5.452)
Se definiamo allora
n' =B p)n (2.5.453)

possiamo concludere che I} (B~1(p)n) = I1; (n') descrive nel CM la stessa
proiezione descritta nel sistema del Laboratorio dal proiettore ILy(n).

Poiché questo vale, naturalmente, anche nello spazio degli spinori di ti-
po v, cosl come per i proiettori II_, possiamo concludere che il passaggio
Lab — CM si manifesta sul proiettore Il (n) semplicemente attraverso la
trasformazione n — n’ = B(p) " 'n, la stessa trasformazione che manda p* in
pH, essendo infatti B(p)~'p = p.

Vediamo adesso che i proiettori II. nel CM coincidono proprio con proiet-
tori di spin non relativistici Py (7) di cui alla (2.5.428).
Infatti, nel riferimento di quiete, evidentemente, deve essere

nt = (0,7) con |A]*=1 (2.5.454)

e dunque

. o 0 —i-&
n=niy' =-n'y = ( 7 0 > (2.5.455)
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ovvero risulta

+n-&
%(1 + 5 o) = ( ' 02 0 ) (2.5.456)

:
Qu

da cui segue, in particolare, per esempio che, posto 7 = (0,0, 1), risulta

m, = (2.5.457)

o O O
o O O O
o O O O
o o O
-
I
o O O O
O O = O
o= O O
o O O O

e dunque” gli stati u((]l) e vél) sono proiettati in se stessi da II; mentre sono

annichilati da II_ e, viceversa, gli stati u(()z) e v(()Q) sono proiettati in se stessi
da II_ mentre sono annichilati da I, , coerentemente con il fatto che, sia per
gli stati di particella che di antiparticella, r = 1 individua l'autostato della
componente z dello spin con autovalore +1/2 e r = 2 quello con autovalore

~1/2, i.c.

u = s, =41/2; u? =5, =—1/2 (2.5.458)
o s, = 4172 0@ o, =—1/2 (2.5.459)

L’interesse nell’aver scritto il proiettore di spin II1 nella forma (2.5.430)
sta nel fatto che, per esempio, esso é covariante per boosts di Lorentz
Lab <> CM e quindi l'effetto del proiettore puo essere valutato facilmente in
ogni riferimento inerziale, riportandoci, con il boost relativo, al sistema del
CM dove il proiettore coincide con quello ben noto in M@ non relativistica.

Ma che succede, in generale, per quanto riguarda la forma del proiettore,

nel passaggio da un riferimento inerziale a un altro che perd non sia quello
del CM ?
Potrebbe sembrare che, di nuovo, basti trasformare n* usando la trasforma-
zione di Lorentz che connette i due riferimenti ... e questo sarebbe corretto
se n* si trasformasse sempre come un vero quadrivettore, ma purtroppo non
é cosi !

" Come mostra la (2.5.456), la forma dei proiettori di spin I11 sulle grandi e sulle piccole
componenti degli spinori € ”"opposta”: questa é la ragione delle scelte apparentemente
anomale di U(()l) e v[(f), ottenuti per rotazione di 180° intorno all’asse y (cioé attraverso la

rotazione —io,) degli spinori a due componenti che definiscono, rispettivamente, u(() ) e

u®

o -
L’opportunita della definizione delle vér) sara ancora piu evidente allorché considereremo
(vedi Appendice) la forma che assume la simmetria di coniugazione di carica sulle soluzioni

dell’equazione di Dirac.
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Supponiamo di partire dunque da un sistema di riferimento inerziale
dove il quadrimpulso della particella ¢ p# e il quadrivettore (continuiamo
a chiamarlo ancora cosi ...) di spin che ci interessa & n*. Se effettuiamo
una trasformazione di Lorentz A, per cui il quadrimpulso della particella
diventa p’ = Ap, quale deve essere il quadrivettore n’ che individua lo stesso
proiettore di spin gid individuato da n nel riferimento di partenza ?

Come abbiamo visto, la prescrizione € che i boosts inversi definiscano nel
CM lo stesso quadrivettore, ovvero che

B(Ap)™'n/ =B@) 'nen =BAp)-BE) n (2.5.460)

La trasformazione che dovevamo individuare ¢ dunque proprio B(Ap)-B(5) "
Ma come ¢ fatta 7
Iniziamo ricordando che la rotazione di Wigner R(A, p) ¢ definita come

R(A, p) = B(Ap)~' A B(p) (2.5.461)
e dunque risulta
B(Ap) = AB(H) R(A,p)~! (2.5.462)
per cui abbiamo che
B(8p) - B(p) ™' = A- (B®) - R(AH) - B@) ™) (2.5.463)

la quale coincide quindi con A se e solo se la rotazione di Wigner che compare
nella sua definizione ¢ la rotazione identica, ovvero se A ¢ esso stesso un boost

che avviene nella direzione di 7, senza ruotare gli assi’.

Procediamo adesso a definire una rappresentazione parametrica signifi-
cativa del quadrivettore di spin n*.
Iniziamo dimostrando che se p* & il quadrimpulso di una particella di mas-
sa m e k¥ & un qualunque quadrivettore light-like, allora possiamo sempre
trovare uno e un solo (a parte il segno) quadrivettore di polarizzazione n*
della forma seguente

nt =ap’ + BE* (2.5.464)

che soddisfa, quindi, le condizioni di cui alla (2.5.429).
Cominciamo a imporre la condizione di ortogonalita con il quadrimpulso: si
ha

am2

(pk)

6Si osservi che la matrice di Lorentz B(p) - R(A, )~ - B(p) ™ manda il quadrimpulso
p in se stesso e dunque é un elemento del piccolo gruppo di p, isomorfo a quello di p, ciog,
per quanto abbiamo visto, al gruppo delle rotazioni.

np=0=am?® + B(pk)=0= B = — (2.5.465)
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D’altronde, dalla condizione di normalizzazione di n , si ricava che deve anche
essere

nn=—1=a’m? + 2a8 (pk) = -1 (2.5.466)

e sostituendo allora la (2.5.465) nella (2.5.466), si ha

1
a%ﬂzlia:ig (2.5.467)
e, di conseguenza’”
m

Abbiamo cosi trovato che il problema che ci eravamo posti ha soluzione, anzi
ne ha due opposte’, che sono

m \ (pk)

Volendo usare questi quadrivettori per definire il proiettore di spin, il fatto di
averne trovati due opposti non amplia il numero delle soluzioni indipendenti
perché, evidentemente, si ha

1 2
W:¢<WLM—W> (2.5.469)

Hi(n”) = H:F(—n“)

Dati p* e k* in un riferimento assegnato, possiamo dunque, senza perdita
alcuna di generalita, limitarci a considerare i soli quadrivettori di spin n*

di cui alla (2.5.469), corrispondenti alla sola scelta di a = —1/m, ovvero
w—igﬁwuw (2.5.470)
m \ (pk) -

anche se, come vedremo, puo essere pitt comodo mantenere comunque en-
trambe le scelte possibili di «, ovvero entrambi i segni come dalla (2.5.469).
Per conoscere, in generale, quale direzione di polarizzazione é individua-
ta da questa soluzione, occorrera riportarsi nel centro di massa senza ruo-
tare gli assi, ovvero sara necessario applicare a n* l'inversa della trasfor-

mazione di Lorentz definita dalla (2.3.131), cioé il boost B(p)~! tale che

7Si noti che il prodotto scalare (pk) non pud, in nessun caso, essere nullo. Esso ¢ infatti
un invariante di Lorentz e nel riferimento in cui la particella ¢ ferma (riferimento del

CM) esso vale m k°, dove abbiamo indicato con (207 lAe) la forma assunta dal quadrivettore
k* nel riferimento del CM. Si osservi altresi che k* oppure A k" definiscono lo stesso
quadrivettore di spin, qualunque sia il numero reale \ # 0.

811 fatto di aver trovato due soluzioni opposte ¢ gia scritto nelle equazioni (2.5.429)
che definiscono il quadrivettore n*: esse non possono distinguerne il segno, quindi se n* é
soluzione, allora anche —n* lo é.

Su questo punto ritorneremo, comunque, pitt avanti.
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B@)~'p=(m,0,0,0) = p.
Come abbiamo appreso a suo tempo, la matrice B(p)~! ¢é cosi definita

E _ Pz _ Py _ Pz

m m m m

_ Pz 14+ pﬁli'pm ngy ngz

— m m m m m m m

Bipyt=| pape b | (25.471)

m m(E+m) m(E+m) m(E+m)

__ Dbz Pz Pz Pz Py 1+ Pz Pz
m m(E+m) m(E+m) m(E+m)

In questo modo, evidentemente
1
——p" = (-1,0,0,0) (2.5.472)
m

mentre, indicando con k¥ I’espressione assunta dal quadrivettore k nel rife-
rimento del C'M definito a partire dal riferimento del Laboratorio attraverso
la trasformazione B(p)~!, avremo

—
~

2 1 - k
T g =1, (2.5.473)
m(pk) kO kO

e dunque risulta che, nel CM, il quadrivettore n* che descrive la direzione
di polarizzazione (2.5.470) diventa

D] =L

n* — (0,7), dove 7 (2.5.474)
per cui, in conclusione, avendo scelto n* nella forma (2.5.470), ¢ unicamente
la parte spaziale 77 del quadrivettore k* vista nel sistema di riferimento del
CM a definire la direzione e il verso nel quale viene effettuata la proiezione™

"8i puo anche scegliere di limitarsi a usare solo il segno positivo nella (2.5.469), perché,
come abbiamo gia osservato, questo non conduce a nessuna limitazione sui possibili valori
di 77 e quindi essa ¢ in grado, a priori, di descrivere la proiezione dello spin in qualunque
direzione.

L’arbitrarieta nella scelta del segno nella (2.5.469) & dunque una specie di ridondanza.
Cerchiamo di vederne meglio la ragione per la quale é comunque meglio mantenerla !
Immaginiamo dunque di aver fissato in modo arbitrario la direzione del versore 77 nel
riferimento del CM. Costruiamo dunque il quadrivettore light-like

k' = (1,7) (2.5.475)
e quindi poniamo
k= B(p) k (2.5.476)

dove B(p) = B(—p) " essendo B(p) ™' il boost definito dalla (2.5.471).
Evidentemente allora (si ricordi che, per definizione p-k=p-k=m

)

1 m> p*
o IR Ny 2 — Lk 2.5.4
n_m<(k)k p)—k m (2.5.477)
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dello spin dagli operatori I seguenti (con II; che proietta nel verso di 77)

1+ 9

1. =
+ 2

individua la polarizzazione lungo 77 nel riferimento dove il quadrimpulso della particella
& p”. Ma noi sappiamo anche che —n* (segno negativo nella (2.5.469) ) individua la
polarizzazizone opposta, cioé

“w
i o k- (2.5.478)
m
s
-7 o B (2.5.479)
m

Pero il proiettore nella direzione —ij, secondo la definizione di cui sopra, dovrebbe es-
sere costruito a partire dal quadrivettore light-like (che ovviamente non ¢ 'opposto del
quadrivettore k definito dalla (2.5.475 !)

Y= (1, —7) (2.5.480)
definendo poi, analogamente a quanto sopra,
K =B K (2.5.481)

e quindi ponendo (segno positivo nella (2.5.469))

't =k" - (2.5.482)

Quale & dunque il legame fra i due quadrivettori %” — kM ek — % ?

La risposta é che essi coincidono.
Possiamo vedere questo in vari modi, per esempio applicando loro il boost B(7) ™!, abbiamo

B(p)™ ( k“) — (L0 =1, 7) = (0,—7) (2.5.483)
B (15"‘—‘”—“) = (1,-7) — (1,0) = (0, —7) (2.5.484)

m

Siccome il boost ¢ una trasformazione invertibile, é provato che % — K=k - %
Un altro modo per dimostrare la stessa cosa fa uso del fatto che, dalla loro definizione,

risulta

K 4k = B3)(2,0) = 2 B(5) p = —p" (2.5.485)
m m
e quindi abbiamo che
o "
wi_= o e P m wy _ e P
nt (=) k - (™" + k") — kK -
w o
S Y Y7 S VIR (2.5.486)
m m m

Concludendo, se ¢ vero che nella (2.5.469) potremmo certamente limitarci a un solo se-
gno, mantenendo il doppio segno questo, pur non ampliando le soluzioni possibili, facilita,
per esempio, I'individuazione del quadrivettore n*(—7j) che proietta lo spin nella direzione
opposta a quello in cui lo proietta n* (7)), potendo porre, semplicemente n* (—7) = —n* (7).
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Un proiettore di spin molto interessante é certamente quello che proietta
su stati di elicita definita, ovvero nella direzione del moto della particella.
Per quanto abbiamo detto, evidentemente, fissato comunque il quadrimpulso
della particella p* = (E, p), occorrera cercare un quadrivettore space-like di
modulo unitario n* che, nel riferimento del C' M, punti proprio nella direzione
di p.

Cerchiamolo del tipo (2.5.464), avendo posto
k* = (p,p) (2.5.487)

Per quanto detto sopra, dalla (2.5.470), segue che la soluzione del tipo cercato
sara

S (”ﬂk“ _ p”) (2.5.488)
m \ (pk) o

Vediamo se questa soluzione risolve il nostro problema ... .
Intanto osserviamo che

E+p m2p
kp) = Ep— 02 = p(E —p) = p(E — - 2.5.489
(kp) = Ep—p” = p(E —p) = p( p)Eﬂg Etp ( )
e quindi risulta®®
1 /F 1
o L (+P i _pu> L. En) (2.5.491)
m p m
dove
g=? (2.5.492)
p

Applichiamogli ora il boost di Lorentz (2.5.471) per vedere che forma esso
assume nel riferimento del C'M in modo da determinare la direzione in cui
agisce questo proiettore di spin: si ha®!

1
_7p,u — (_17 O,O’O)
m

E E E— 1 7]
jk“ — j710/2:“:7(29,]5)5(1,1_1’) dove #=72
mp mp m p p
80Infatti si ha
nt = L (E—i—p kﬂ_pﬂ) :im(p,ﬁ)—ip”:
m p m p m
1 L1 1 R
= E(Eer, (E+P)n)fa(E,ﬁ)7m(p,En) (2.5.490)

81Si dimostra infatti facilmente che, se k ¢ dato dalla (2.5.487) e B(p) ™" dalla (2.5.471),
allora risulta )
Bip) th="""Lk
@ =
Infatti, data la (2.5.496) e vista la prima colonna della (2.5.471), abbiamo che

BE) k=p— (B = (B =m- B EZL B2y (asam)
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per cui
B(p) "' n* = (0,7) (2.5.495)
e dunque n* & proprio il quadrivettore che cercavamo per individuare i pro-
iettori di elicita X4 (p).
Passiamo adesso a considerare 1’azione di questi proiettori di elicita sugli
spinori di Dirac. Osserviamo che

k¢ =p"* — (E —p,0,0,0) (2.5.496)

e quindi risulta

1 [E E
nHo= ["'ppu_pu} —j(E—p)(l,0,0,0):
m P mp
1 E+p-— 2 E =
_ 7Mpu_2(170’0’0):7;0“—@(1,0) (2.5.497)
m p mp mp p

Evidentemente si ha allora che
FE
f=nh = — f — 240 (2.5.498)
mp p

Ne segue quindi che, quando questo operatore viene applicato, per esempio,
alla soluzione u(p) dell’equazione di Dirac, essendo

Pu(p) = mu(p) (2.5.499)
risulta
E m E m
u(p) = —mu(p) — —v u@) = —ulp) — — v up 2.5.500
u(p) mp (P) ot (P) ])(7 ot (P) ( )
per cui abbiamo
147 1 E m
i@ u) = S u@) = g [t (T - 200) | up) @550
ma
o E(E —p) _ m? —FE?>+ Ep _ m?2—m? —p?+ Ep _ E-p

m m m m
per cui é cosi dimostrato che effettivamente risulta
E—-p E-p

Bp) k=—— @ ="k (2.5.494)
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Come si vede, quindi, nel limite ultrarelativistico in cui £ — +oo (e con-
seguentemente E/p — 1), ovvero nel limite in cui la massa m diventa tra-
scurabile rispetto all’energia E della particella, si ha che i proiettori X4 (p),
sugli spinori u(p), diventano®? tali per cui

L£95

S () u(d) —

u(p) (2.5.523)

Per quanto riguarda, invece, 1’azione di ¥4 (p) sugli spinori v(p), partendo
dal fatto che adesso I’equazione di Dirac fornisce

o) = —mo(p) (2.5.524)
ne risulta che
Ho(@) = - mo@) — P00 = L o) — ™0 (@) (2.5.525)
mp p p p
e dunque si ha
@) o) = o) = (150 (24 20) v 550

821 istruttivo vedere pifi da vicino le implicazioni della (2.5.523).
Supponiamo, infatti, di considerare uno stato w(p) = s u'®(p) con |a1|? + |az|?* = 1,
ovvero il generico stato di una particella di Dirac vista nel suo riferimento di quiete.
Usando i proiettori y+ definiti dalla (2.5.531), possiamo scomporre lo stato in questione
nelle sue componenti chirali, ponendo

u(p) = x+ u(P) + x- w(p) = ut(p) + u-(p) (2.5.502)
e i due vettori u4 (p) sono evidentemente tali che
us (p) = s ul (p) (2.5.503)

dove

©)(p) = % [u®) (p) % (i02) s v ()] (2.5.504)

ul? () = xxu
I vettori u+(p) risultano avere entrambi la stessa norma, infatti
ub () - us(@) = ul(B) xhxxud) =0 ) xE - u) =l (B) xx - uld) =
= %m@) u(p) =m (2.5.505)

essendo u' (p) vs u(p) = 0.
Immaginiamo ora di applicare a u(p) un boost generico B(p): risulta

u! () = S(B(p)) v (p) (2.5.506)

e si ha ancora, evidentemente, che

w(p) = x+ w(P) + x- w(p) = ut(P) + u-(P) (2.5.507)
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ovvero, nel limite ultrarelativistico in cui £ >> m, abbiamo che adesso

Siccome 5 commuta con le S(A), ne segue che

x+ u(p) = x+S(B(P) w(p) = S(B(P))x= u(p) = S(B(P)) u(p) (2.5.508)

e dunque risulta

u(p) = S(B(p)) u+(p) + S(B(p)) u-(p) (2.5.509)

Ammettiamo ora che lo stato u(p) rappresenti una particella di Dirac con lo spin allineato
nella direzione 7 e che il boost B(p) avvenga nella stessa direzione della polarizzazione,
conferendo quindi alla particella un impulso spaziale p7i. Evidentemente sara

24 () u(®) = u(p) (2.5.510)

Ma abbiamo detto che, per gli spinori di tipo u, quando E >> m, ¥4 (p) — x+ e dunque,
nel limite di alta energia, quanto sopra implica che

u(P) = 4 (5) u(@) — x4 u(@) = us (7) (25.511)

Vista pero la (2.5.507), che ne é di u—(p) ?

Il punto ¢ che la rappresentazione del gruppo di Lorentz S(A) non ¢ unitaria e quindi
non conserva la norma dei vettori a cui vengono applicati i suoi operatori. I vettori u+(p)
hanno la stessa norma, ma questo non resta vero per i vettori u+(p) !

Accade, in particolare, che, nel limite di alta energia, se I'impulso spaziale punta nella
direzione dello spin relativo allo stato u4(p), allora il vettore u—(p) tende a zero.
Abbiamo infatti

() = SEBE)u-(0) = SED) [an i ()] = 50 SE@) [ 5) ~ (i02),0” ()] =
= %as [u(p) — (i02)rsv" ()] (2.5.512)

Ma essendo u_, per definizione, autostato di =5 per 'autovalore —1, le sue grandi com-
ponenti sono necessariamente uguali e opposte alle sue piccole componenti: occupiamoci
dunque delle prime, che indicheremo, per semplicita, con w—(p). Avendo gia definito con
7i la direzione dell’impulso spaziale, dalle definizioni (2.5.371) e (2.5.374) degli spinori u e
v, abbiamo che

w_ () = %as [VETm w® — (i02),sVE —m (7 - 5) "] (2.5.513)

ma, come osservato nella (2.5.392), risulta che (io2)rs @™ = w'®) per cui
w_(5) = %as [VETmw® - VE—m (ii-5) v (2.5.514)
D’altronde, per ipotesi lo spinore u(p) descrive uno stato di spin allineato proprio con la

direzione 7, per cui, data la struttura di u(p) in termini dei vettori bidimensionali w<5)7
deve essere necessariamente che

(i 5) (asw®) = asw® (2.5.515)

e dunque risulta

w-(p) = % [\/E—i—m—\/E—mJ (Oésw(s)) N% {\/E—i— \/E% —\/E-l-\/E%] (asw(s)) =

=35 VE (s w') (2.5.516)
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risulta
(7 o(F) — 7_;75 () (2.5.527)
e abbiamo
SL=7"Z14"% () =xe (2.5.528)

Riguardo poi agli spinori barrati, é facile concludere da quanto sopra che
risulta

() u( 75u(p) & PSP — a() ”5 (2.5.529)

L) > @) o BT - () (2.5.530)

il quale, evidentemente, tende a zero nel limite in cui E — oc.

Per completezza, vediamo adesso che cosa succede, invece, a s (). Si ha

W) = SEE) ) = SEE) ol ()] = Jar SEE) [v6) + o) ()] =
_ %aS [ () + (i02)rsv” (7)] (2.5.517)

Stavolta u4+ & autovettore di s per I'autovalore +1 e dunque le sue grandi componenti
coincidono con le piccole: indichiamole con w4 (p). Risulta

we (F) = %as [VE+m w® + (i03)rsVE —m (7 7) 0] (2.5.518)

e quindi, ripetendo le stesse considerazioni di cui sopra, possiamo concludere che

wiy(p) = % [\/EerJr VE - m} (as w<s)) ~ % [\/EJr \/E% +VE - \/E%} (as w(s>) =
=VE (a.w") (2.5.519)
il cui confronto con la (2.5.516) mostra in particolare che

w—(p) = — w+(ﬁ) (2.5.520)
ovvero che la componente di elicita sbagliata si riduce, ad alta energia, proporzionalemte
Z(ﬁ.ludiamo infine l’argomento, occupandoci di u(p) stesso: dalla definizione risulta che

VE +m w™

ovvero, vista la polarizzazione concorde con la direzione dell’impulso, per quanto gia
osservato
vVE+m w™ ap w m oy w™
= a, ~VE — 2.5.522
up) =« < VE —m w™ o w™ + WE \ —arw ( )

la quale mostra direttamente, in modo evidente, la separazione di u(p) nelle due
componenti u+(p) e u—(p), unitamente al fatto che, per E >> m, 34 (p)u(p) — x+u(p).
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E’ opportuno a questo punto ricordare che, indipendentemente dai pro-
iettori di elicita, sono comunque definiti gli operatori®® scalari seguenti

_lxs

2.5.531
= (25531)

X+
i quali proiettano su stati di chiralita®® definita®®: I'operatore y_ entra di-
rettamente nella definizione della corrente debole carica ed & proprio a causa
della sua presenza che le interazioni deboli violano®0 la parita !

830ccorre mettere in evidenza una differenza importante che esiste fra i proiettori A+ e
I+ con quelli di chiralita x4+, definiti dalla (2.5.531), almeno nel caso di massa non nulla.
Evidentemente, essendo infatti

[Ai,p/im] =0= [Hi,p/im}

ne segue che se 9(p) & soluzione dell’equazione di Dirac per energie positive/negative,
allora anche Ay ¥ e I14+ 9 lo sono (essendo, eventualmente nulle ...).
Questo, se m # 0, non & vero per x+ proprio perché

X+, 7 £m] #0

Supponiamo infatti, per esempio, che ¥ (p) soddisfi 'equazione

(¥ —m)y(p) =0

ovvero sia una soluzione dell’equazione di Dirac per energie positive e dunque uno spinore
di tipo w: siccome 75 anticommuta con le y*, ecco che per 751 vale piuttosto ’equazione

(¥ +m)ys¢(p) =0

ovvero, si tratta di uno spinore di tipo v. Evidentemente, se la massa é nulla, I’argomento
cade perché in quel caso § = m —p, ma nel caso di massa non nulla possiamo concludere,
per quanto riguarda gli stati ¢+ = x+, che essi non sono soluzioni dell’equazione di
Dirac.

In altre parole, mentre A+ e Il4 sono proiettori compatibili con la dinamica libera della
particella di Dirac, il proiettore di chiralita, se la massa della particella é diversa da zero,
non gode di questa proprieta: esso va inteso come un semplice proiettore cinematico.

Per esempio, se 1 é il campo del neutrino e questo non ha massa nulla, allora non é
corretto dire che esso é descritto da 1_% 1 e quindi che lo stato di neutrino é autostato
della chiralita per 'autovalore —1. Cio che é corretto é che la presenza del proiettore di
chiralita nell’espressione della corrente debole e quindi nel vertice dell’interazione favorisce
lo stato di neutrino di elicita negativa (dato che la massa del neutrino risulta solitamente
molto minore della sua energia nel sistema del laboratorio).

In altre parole, in un processo del tipo

e +A—B+v

con A e B anch’essi particelle di Dirac massive, il neutrino, nel sistema del CM del
processo, avra prevalentemente elicita negativa, con una piccola contaminazione di elicita
positiva dell’ordine di m/F e, in ogni caso, sara descritto da uno spinore di tipo u !

84La parola chiralita deriva dal greco xetp xerpos che significa mano. Indica la proprieta
di avere un’immagine speculare non sovrapponibile a sé, come avviene, appunto, nel caso
di una mano. Per parita, abbiamo infatti che x4+ «— x—.

85Come abbiamo visto, & solo nel caso in cui E >> m che questi stati possono essere
identificati con quelli di elicita definita.

86Intuitivamente possiamo gia rendercene conto fin da ora in quanto, per esempio, nel
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Come abbiamo osservato sopra, il proiettore chirale é scalare per trasfor-
magzioni di Lorentz e dunque stati di chiralita definita restano tali anche al
cambiare del sistema di riferimento.

Invece abbiamo visto che, quanto al proiettore di spin, per selezionare la
stessa direzione al cambiare del riferimento, si deve modificare in modo ben
preciso il quadrivettore n#, attraverso, appunto, la trasformazione di Lorentz
(2.5.463).

Ma che dire del proiettore di elicita 7

Potrebbe sembrare che, poiché i proiettori X4 (p) sono definiti come degli
opportuni proiettori di spin, anche questi cambino al cambiare del riferimen-
to nello stesso modo dei primi.

Questo perd non é vero.

La ragione ¢ che, fissato un sistema di riferimento, ¥4 (p) viene definito at-
traverso il quadrivettore n# dato dalla (2.5.491) e quest’ultima definizione
non coincide con quella che ha condotto alla trasformazione (2.5.463) nel
caso di un proiettore di spin, perché, mentre in questo caso vogliamo mante-
nere la stessa direzione nel C' M, nel caso dell’elicita vogliamo che la direzione
nel C'M sia allineata con la direzione di moto della particella nel riferimento
dato, e quindi, a meno di un boost in questa stessa direzione, in generale
avremo direzioni differenti.

Come abbiamo osservato, se in un dato sistema di riferimento é

' = (E, pn) (2.5.532)

allora ne segue che, in questo riferimento, il quadrivettore che definisce il
proiettore di elicita ¢ il seguente

1

nt—
m

(p, E17) (2.5.533)

Dunque, se il quadrimpulso della particella diventa
pt = (E p'i) (2.5.534)

dovremo usare semplicemente il nuovo quadrivettore

1

T
m

n (p', E'7’) (2.5.535)

Volendo esplicitare la trasformazione di Lorentz che fa passare da n* a
n/P, possiamo osservare che questi "quadrivettori" di spin sono definiti in
modo tale che risulti

B(p) 'n*=(0,7); B(Ap)~'n" = (0, n) (2.5.536)

caso ultrarelativistico, a causa di x—, verra selezionato nella dinamica del processo, per la
particella, lo stato di elicitd —1 e per I’antiparticella quello con l’elicita +1.

Ed ¢é proprio il fatto che i due stati di elicitd non entrano nella dinamica nello stesso modo
che ¢é all’origine della violazione della simmetria di parita ...
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essendo, per definizione
P = (B, pR); Ap=pt=(E,pn) (2.5.537)
Dunque, se R & una qualsiasi rotazione®” tale che
Rit=n' (2.5.538)
allora abbiamo che, come quadrivettori, risulta
n' = B(Ap) RB(p) ' n (2.5.539)

da confrontare con la (2.5.460) in cui R manca perché, in quel caso, la di-
rezione di proiezione riportata nel C'M restava fissa, mentre, nel caso dell’e-
licita, essendo questa direzione legata a quella dell’impulso nel sistema del
Laboratorio, essa non resta, in generale, fissa al cambiare dello stesso.

87Per esempio R pud essere la rotazione definita dal versore individuato dal prodotto
vettoriale di 77 e n’ e dall’angolo il cui seno é 'ampiezza del prodotto vettore citato ...
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Ma veniamo adesso alla quantizzazione del campo di Dirac.
L’espansione del campo in termini di operatori di creazione/distruzione di
particella/antiparticella ¢ la seguente®®

Plx) = Zl/wj(;)g{a(r,m W () e 4+ bt(r, 5) o™ () e’px} (2.5.540)

U(z) = ;/wi;)g{b(r,m s (@) e ™ + ol (r,p) " (p) eW} (2.5.541)

dove, al solito®

e a(r,p) annichila la particella di quadrimpulso (E, , p) = (v/m? + |p]?, p)
e di stato di spin r (terza componente);

e af(r,p) crea la particella di quadrimpulso (Ep, D) e di stato di spin r;
e b(r,p) annichila antiparticella di quadrimpulso (E,,p) e di spin 7;
e b(r,p) crea I'antiparticella di quadrimpulso (E, , ) di spin r

e questi operatori soddisfano le regole di anticommutazione (tutte le altre
sono nulle) seguenti

{atrp).al(s. 0} = {p0p) (5,0} = 2B, 2n)° 5, PF-0)  (25542)
Sotto il gruppo di Poincaré, essi si trasformano secondo la legge seguente®

Ula,N)a(s,p) U a,A) = e @ Ry a(r,Ap)  (2.5.553)
Ula,A)b(s,p) U (a,A) = e @ R, b(r,Ap) (2.5.554)

dove R ¢ la matrice di SU(2) individuata dalla rotazione di Wigner
R(A=Y, Ap) = R7(A, p), definita per una generica trasformazione I' € cl ,

88Dato un quadrimpulso p qualsiasi, quando non c’é¢ possibilita di confusione, per
comodita useremo equivalentemente i simboli a(r,p) e u(r,p) al posto di a(r,p) e u(r,p).

89Gi osservi che, come nel caso del campo scalare e vettoriale, quelle che nel gergo della
prima quantizzazione abbiamo chiamato soluzioni a energia negativa, cioe le soluzioni che,
nel caso in esame, sono associate agli spinori di tipo v, si riferiscono semplicemente alle
antiparticelle.

9 Questa legge di trasformazione discende direttamente dalle leggi di trasformazione
(2.5.391) e (2.5.404) degli spinori u e v sotto il gruppo di Lorentz, assunto che vogliamo
che, per il campo ¥(z), valga appunto la legge di trasformazione (2.5.340).

Dimostriamo dunque che le leggi di trasformazione (2.5.553) e (2.5.554) conducono alla
(2.5.340). Per fare questo, partiamo dalla definizione della decomposizione spettrale del
campo, cioé dalla relazione

P(x) = Zl/ZEj(;r)g{a(r,p)u(r)(p)eim + bl (r,p) v (p) eipz} (2.5.543)
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come si ricordera, nel modo seguente®!

R(T',q) = BTq)~' T B(q) (2.5.557)
ne segue che
U -1 _ : dsp -1 (r) —ipx
(a,N)Y(z) U " (a,A) = Z / 3B, (27 {U(a, AN a(r,p) U™ " (a,A)u'"(p)e +
+  U(a, )b (r,p) U (a, M) v (p) "} (2.5.544)

e dunque, imponendo la (2.5.553) e la (2.5.554), ne segue che

2
— d3 —ia- T —ipx
Ula, A) (@)U (a,A) = Z/ﬁ{e A Ry als, Ap)ul” (p) e " +
P
r=1
+ MR (s, Ap) v (p) €7} (2.5.545)

Ponendo Ap = g, essendo (pz) = Ap - Az = q - Az, risulta quindi

2
— d3q —i -1 —ig-A
Ua,N) () U (a,A) = /7 e " R a(s, q)u (AT g) e AT 4
@ Uen = 3 [ i (s.)u”(Aq)
+ e RL b (s,q) 0" (AT g) eiq'Az} (2.5.546)

Ma abbiamo visto (cfr. (2.5.391) e (2.5.404)) che, in generale, risulta
SMu(q) = R, qksu™(Ig) (2.5.547)
SMv(q) = R(T,q)sv™ (Tg) (2.5.548)

dove la matrice R che compare nella (2.5.547) e (2.5.548) ¢ la matrice di SU(2) individuata
dalla rotazione di Wigner R (T, q). Facendo allora T' = A, si ha

SA Hu () = Reu™(Alg) (2.5.549)
SA™Hv () = R vP (A7) (2.5.550)
da cui, sostituendo nella (2.5.546), si ottiene appunto che
Ula,A\)(z) U (a,A) = ST(A) (a + Ax) (2.5.551)
e da questa, per quanto gia visto

Ula, A)9(z) U (a, A) = (a + Az) S(A) (2.5.552)

9183 osservi che se partiamo dal sistema del C'M, cioé se il quadrimpulso di partenza ¢
p = (m,0,0,0) mentre I = B(p), allora la rotazione di Wigner R(B(p),p) coincide sem-
plicemente con I'indentita, infatti essendo B(p) = I, B(p)p = p, B(TH)™* = B(p)™* si ha
B(I'p) ' T B(p) = B(Tp) ' I' I = I e quindi risulta in particolare che

Ul(a,B(p)) a(r,p) Uﬁl(a,B(p)) = eﬂiap a(r,p) (2.5.555)
Ul(a, B(p))b(r,p) U (a,B(p)) = e " b(r,p) (2.5.556)
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Veniamo ora a considerare la normalizzazione dei campi ) e 1.
Anche in questo caso, evidentemente, abbiamo liberta di normalizzazione,
essendo 'equazione di Dirac una equazione differenziale lineare e omogenea.
Questa normalizzazione viene fissata a partire dalla funzione?? d’onda
U(s,q; x) associata in rappresentazione delle coordinate allo stato di parti-
cella libera con impulso ¢ e stato di spin s, ovvero |7,s >= al(s,q)|Q >,
data da

U(s, G x) = ul(q) e 4 (2.5.575)

La densita di corrente associata a questo stato, via il teorema di Noethér per
I'invarianza in forma della Lagrangiana sotto una trasformazione di gauge di
prima specie, ¢ data da

@) = o, Gi) 7 s, i) = 5 @) 7" ()

da cui ne segue che la componente temporale, che fornisce la densita di
particelle per unita di volume ¢ pari a

p(z) = 1°(z) = i) u () = ut(Pu) (@) =2E  (2.5.576)
Lo stesso accade per 'antiparticella.

Per quanto riguarda, poi, I’algebra del campo, essa € definita dalle regole
di anticommutazione (2.5.542) fra gli operatori di creazione e distruzione.
Quanto ai campi 1 e v, il loro anticommutatori si possono evidentemente
ottenere a partire dalle decomposizioni (2.5.540) e (2.5.541) degli stessi.
Risulta che

{ta(@), va(y)} = 0= {vl (@), ¥hw)} (2:5.577)

92 Anche in questo caso la funzione d’onda della particella si pud determinare in termini
del campo 9 (z), nel modo seguente

U(s,Gz) = <Qz)a’ (@0 >=

= Z/ <Q{a(r,p)u” @) e + b (r, ) v (@) e} ' (DI >=

Z/ 25 ( 27T W (F) e < Q{a(r,p) 0 (s, @)} 2 >=u'T (@ e (2.5.558)

Lo stesso risultato vale anche per la funzione d’onda dell’antiparticella, anche se questo é
meno immediato.

Per convincercene, iniziamo ricordando che se ¥(z) ¢ soluzione dell’equazione di Dirac
libera, allora anche

0 0 O0+1
[ Y 0.2 0 0-1 0] _ .-
Ueo(z)=C  ¥(x)" con C=iy v = 0o+1 o0 o |~ C (2.5.559)
-1 0 0 O

lo &, e U ¢ detta la soluzione coniugata di carica della W.
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La ragione di questo nome risiede nel fatto che, in presenza di interazione
elettromagnetica, usando I’accoppiamento canonico minimale, cioé (h =c=1)

pt — pH — EA“ P A, EA“ (2.5.560)

allora se ¥ & soluzione dell’equazione di Dirac in presenza di un dato campo
elettromagnetico A", ovvero se accade che

(V"0 — e Apy") ¥ —m T =0 (2.5.561)

ne segue che la U definita sopra risolve I’equazione di Dirac nello stesso campo esterno
ma per una particella di carica opposta (e stessa massa), cioé risulta

o, +eA, ")V —mUe =0 2.5.562
Y O w

Infatti, prendendo ’hermitiana coniugata dell’equazione di partenza (ricordiamo che A"
¢ reale), abbiamo

(V"0 — e Ap ") U —m ¥ =0 = 9,V (—in"T) —e A, TT (") —mut =0
= —id, Uy —c A, \I/Tfylwg —m¥Ty =0
= —i8, Wy 040 eAM\IITfyO’yO’yL’yO —m¥iy¥ =0 (2.5.563)

dove abbiamo usato il fatto che (%)% = I.

D’altronde UTA% =T e ~%4#T40 = 4# dunque otteniamo che vale Pequazione
—i0,Uy" — e A, Uy —m U =0 (2.5.564)
per cui trasponendo, si ha
—i0, () U —eA, (") U —m Tt =0 (2.5.565)
e se moltiplichiamo a sinistra per la matrice C™!, che gode delle proprieta per cui
cC(y")i=-tc; cl=-c=C (2.5.566)
ecco che risulta
—i0,CT (V) —eA, CT ()T —m T O =0
= Q9 CTI feA N CTI —m T =0 (2.5.567)
per cui, ponendo appunto C~'¥? = U, otteniamo infine ’equazione
107" Vo + eAu " o —mPUe =0 (2.5.568)

che prova appunto la (2.5.562).

In assenza di campo elettromagnetico ¥ e ¥, diventano soluzioni libere e se ¥ & una
soluzione a energia positiva, allora ¥¢ ¢, evidentemente (data la coniugazione complessa)
una soluzione a energia negativa e viceversa.

In prima quantizzazione, I’associazione degli stati di antiparticella con le soluzioni a
energia negativa procede attraverso l'identificazione degli stati di antiparticella con le
soluzioni coniugate di carica delle soluzioni a energia negativa; per cui, se prendiamo la
generica soluzione piana a energia negativa ¥ = v(®)(p) e’P®, essa individua uno stato di
antiparticella libera avente funzione d’onda

Vo =C o (@)t e P (2.5.569)
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mentre, a tempi uguali, si ha

{Val@), i)} ,_ = 0ap 5@~ 7) (2.5.578)

0=y

che é evidentemente una soluzione a energia positiva, quindi esprimibile mediante gli
spinori di tipo u. Abbiamo infatti che (i vo sono reali ...)

t

—1 (s — —(s m— — m— *(s

Rl I ) 4 —_c! 2O =
VEp,+m  Ep+m

MY 10, (2.5.570)

Ep,+m
Poiché é immediato, dalla definizione, provare che
C 008 = ul¥ (2.5.571)

ecco che, a quadrimpulso fissato, anche per 'antiparticella, la funzione d’onda ha la stessa
forma di quella per la particella, ovvero (in realtd, come vedremo, é ancora possibile un
fattore di fase arbitrario ...)

Ve =C oW @) e ™ =u(p) e " (2.5.572)

E’ ragionevole 7 Si perché sia la particella che l'antiparticella, da un punto di vista
puramente cinematico, hanno esattamente le stesse proprieta.
Possiamo quindi concludere, nel caso, per esempio, di elettrone e positrone, che

elettrone  : (s, ¢ x) =< Q) a'(s,q) |Q >=u () e
positrone  : U(s,q;x) =< Q|vc(x) bT(s)(qo) 10 >=

(2.5.573)

— d3 —(r —ipx —(r ipx
= <Q 12/%{1)&,5)1}( (He” P 4 al (r, ) (He™ ) bl (s, ) 2 >=

_ d3p i
_ 1 —(r)t ipe t _
= /2E(27r)3v (e~ < Qlb(r,7) bl (s,3) | >

= ¢! Z/%W@e-m <9 {b(r.7), b'(s, )} 2 >=

_ C*lq—}(s)t(qﬁ)efiqa: _ u(s) (q) e*iqac

(2.5.574)
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Dimostriamo quest’ultima relazione?®. Si ha
(r) —ipx T (r) ipT
{va(@), vhw)} , {/2E 2 a7 ) @) e 4 () ) ) 7]

q o 0
/Wz[b@@vg”@e vl ] | -

_/2E (2m)? 2E [Zu ﬁ)uﬂ (q) e~ ¢l {a(r,ﬁ'),aT(s,g)}+
—l—Zv ﬁ)vﬂ (q) €% ¢y {bT(r,ﬁ), b(s,(j')}] _

d3p d3q 3 ¢3
= 2E, (2m)* 83 (5 — q) -
/ 2E,(2m)? 2E,(2m)3 « (2m)70° (P = )

[Z Uy ﬁ)uﬁ (q) e~ P® 'Y Z v()( 17)1) ((j) e'Pe eiqy] (2.5.581)

Integrando su ¢, otteniamo quindi
f P | —ine=1) 5 ) ()
{7/1a($), ¢g(y)}x0:y0 = /W e > ul(Bug (@) +

+ ePEy) Zv ;5')2}6 ]
ma, per ipotesi, 2 = °, quindi risulta

pz—y)=-p (T—7) (2.5.582)

poi, quanto al prodotto fra gli spinori, essendo @ = ut~?, si ha evidente-
mente che

S uQ @y @) = 3wl (@l (7)1 (2.5.583)

93 Osserviamo che, dalla densita lagrangiana (2.5.352) si ricava che il momento coniugato
al campo 9 & dato da

oL ) L4
=aa 5= = 2.5.
2(000) iy =i (2.5.579)
dunque ci aspetteremmo, a priori, che risultasse
[Va(), W5 ()], _, =idas 8(F—Q) (2.5.580)

Questo perd, come mostra la derivazione che conduce alla (2.5.589), richiederebbe che i
commutatori fra gli operatori a e a' siano opposti a quelli fra b e b.

Ma nel vuoto non c¢’¢ differenza fra cosa definiamo particella e cosa chiamiamo antiparticel-
la e dunque gli operatori di creazione e distruzione a loro associati devono ragionevolmente
soddisfare la stessa algebra e questo richiede ’anticommutatore.
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e usando la (2.5.419) e la (2.5.425), abbiamo quindi che

S @y @) = 2m (Aar oy = [ m)’] (25589
Analogamente, per la (2.5.420) e (2.5.427), si ha

S @GOE = e @@ = —2m (A Jar 125 =

— [(ﬁ_ m)y] y (2.5.585)

Sostituendo, si ha quindi

{wa(m, wé(y)}xozyo = /sz;)geiﬁ(fg) WJF m),yo](wJr
i / QE;f;;)Se—iﬁ(f_g) (—m)»"] , (25580)

D’altronde, il secondo integrale, se poniamo p — —p, diventa

/ L B ) (Bp® + 57 = m)y”] (2.5.587)
2E,(2m)3 P aB

da sommare al primo integrale che esplicitamente vale

/d?’peiﬁ(f—g) [(Bpn® =57 +m)y’] (2.5.588)
2E,(27)3 g of

per cui, in definitiva, essendo (y")? = I, risulta appunto che

{wa(x), w;(y)}xozyo - /2E oP(T=7) 2E, 0ap =
= bup O3(F y) (2.5.589)

A tempi non uguali, procedendo in modo del tutto simile a quanto sopra,
troviamo che 'unico anticommutatore non nullo vale

{Val@), Ds)} = (i4"0u+m),5 iA(—y,m)
i Sap(z —y,m) (2.5.590)

dove la funzione A ¢ gia stata definita attraverso la (2.2.49) e si ¢ posto

Sap(x —y,m) = (V"0 + m) 5 Alx —y,m) (2.5.591)
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Risulta infatti

{val@). U5} = { / Mf;)gZ{a(nmu&”@e—w+b*<r,p>vg>@>em},

d3q ) —iqy T —(r) iqy
/WZF(S@% @ e +al (s, )7 (@) ] | =

_/2E (27)3 2E lZu“’) g (@ e e {a(r,5), ol (s,0)} +

+Zv ﬁ)v (q) eP* e~y {bT(r,ﬁ),b(S,qj}]:

d3q

- 2Ep(27r>3 5, (2m)p 2Pa (27) (P~ )

[Zu“) () (@) e SR B0y (D) e e qu] (2.5.592)

e integrando su d%q otteniamo dunque

3
{wa(«f%aﬁ(y)} = /QE:Z(;)T‘-)?’ [ —ip(z—y) Zu ﬁ)uﬁ ﬁ)"f’@lp:c ) Z’U ﬁ)v (ﬁ)

3 ) )
— [ [ - e ), -

af

; dsp —ip(z— ip(z—
- (17M8”+m)a/3/2Ep(27r)3 [6 plz—y) _ in( y)}

ovvero, date la (2.2.41) e la (2.2.48), abbiamo appunto che

{Val@) Bs)} = (970, +m) s iA(x—y;m)  (25.594)

Per le note proprieta della funzione A(z;m) anticommutatore che stiamo
considerando soddisfa evidentemente la causalita, essendo comunque nullo
quando il quadrivettore z = x — y & space — like.

Per quanto riguarda poi il propagatore di Feynman Sg(z — y)ag, il quale ¢
definito in modo che

("0 —m) 5 Sk( = y)gp = bap 8’ (& — y) (2.5.595)

procedendo in tutta analogia si dimostra che esso puo essere scritto come?

Sp(@ = Y)ag = (V" Oy +m), 5 Ap(z —y;m) (2.5.597)

94Gi osservi che dalla definizione segue infatti che

(i7" O — m)aﬁ Sr(z —y)se = (17" Ou — m)a,s (17" O — m)ﬁp Ap(z —y;m) =
= —(B4+m°) Ar(z —y;m) dap = bap 6" (z —y) (2.5.596)

(2.5.593)
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dove Ap(x — y;m) a definito dalla (2.2.90). Si dimostra altresi che risulta
iSE(@ = Pas =< AT ((@)a da(y)) [2 > (2.5.598)

dove, adesso, pero, il prodotto T-ordinato per due componenti qualsiasi di
campi di Dirac ¢ definito in modo tale che”

T (A(z) B(y)) = A(x) B(y)0(a” - ¢°) = B(y)A(2)0(y° —2%)  (2.5.599)

Riguardo alle simmetrie discrete (cfr.(B.7.346)-(B.7.349), (B.7.362)-(B.7.363),
(B.7.415)-(B.7.418), (B.7.406), (B.7.408), (B.7.432)-(B.7.433) e (B.7.434)-
(B.7.435)), come mostrato in Appendice, abbiamo

Coniugazione di Carica C

Ca(r,p)C™' = e " b(r,p)
C’aT(r,ﬁ) Cc-1 = e bT(r,ﬁ)
Cb(r,p)C~t = e"ea(r,p)
Col(r,p)C~Y = e ™ al(r,p) (2.5.600)
Ci(z) c-! = e M C eyl (x)
Cy(x)C~1 = emeyt(z)Ct
dove C=in"y2 = (C'=C"'=-C.
Parita P
Pa(r,p) Pl = e a(r, —p)
Padl(r,p) P~t = e al(r,—p)
Po(r,p) Pl = e b(r,—p)
Pui(r,p) P71 = —e " bi(r, —p) (2.5.601)
Pi(z) pt = e_mpﬂo (Px)
Piy(z)P~t = emy(Px)y°
Time reversal T'
Ta(r,p)T™! = e 7 p. a(s,—p)
TaT(r,ﬁ) T-1 = ¢e"mp,, aT(s, —p)
T b(r,p) T-1 = enrp,, b(s, —p)
Toi(r,p) T~ = e 1 p bl(s,—p) (2.5.602)
Ty(x)T' = e Aly3y(Tx)
Ty(x)T™t = e p(Te)y*y

9cfr. J.D. Bjorken, S.D. Drell "Relativistic quantum fields", pag.65.
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dove la matrice reale p descrive una rotazione di 7 intorno all’asse y, ovvero
risulta

. 0 1
p=ioy = ( 1 0 ) (2.5.603)

Sempre in Appendice (cfr.(B.7.369), (B.7.421), (B.7.446)) viene anche
mostrato come queste simmetrie agiscono sulla corrente J#(z).

Per completezza, comunque, riportiamo di seguito ’azione di C, P e T
9 costruite con ¢ e 1), comprendenti J#(z), le quali si
trasformano sotto il gruppo di Poincaré®” rispettivamente come uno scalare,
uno pseudoscalare, un quadrivettore (J#(x) ...), un pseudovettore e un ten-

sore. Abbiamo

sulle forme bilineari

Scalare®® Sc(z) = 1 (x) ()

U(a,N)Sc(z) U (a,A) = U(a, N)p(z) U a, A) U(a, N)p(z) U a,A) =
= p(Az 4 a) S(A) STHA)Y(Az + a) = Sc(Ax + a) (2.5.606)

CSc(x)C™t=Coy(x) C7LC(x)C~t = e Yl (z)C™L - e™Me c Lyt (z) =
=~ (z) P! (2) = (P() Y(x)) = P(z) ¥(z) = Se(x) (2.5.607)

P Sc(z) P~ = Pap(x) P~ Pop(z) P! = P p(Px) 40 - 7P 4V ) (Px) =
¥(Pz)y(Pr) = Sc(Px) (2.5.608)

TSc(z) T =T () T Tp(a)T ™ = " p(Ta) v’y - eyl  y(Ta) =
= (Tx)(Tx) = Sc(Tx) (2.5.609)

961 campi spinoriali ¢ e ¢ sono costituiti, ciascuno, da quattro componenti, quindi, per le
possibili forme bilineari costruite con essi, si dispone di sedici gradi di liberta indipendenti.
Le forme scalare Sc = 1) e pseudoscalare Ps = 1751 ne assorbono uno ciascuno; quella
vettoriale (la corrente Ji = J* = 9y,1)) e pseudovettoriale (J% = 1y*vs1)) ne assorbono
quattro ciascuna mentre le restanti sei entrano nella forma tensoriale T's = ¥o*” 1) che &
antisimmetrica nello scambio degli indici di Lorentz.

9"Ricordiamo che, quanto ai campi (cfr.(2.5.551) e (2.5.552)), si ha

Ula, A)9(x) U (a, A) ‘5:71 (A)Y(a+ Ax) (2.5.604)

Ula, \)p(z)U "(a,A) = p(a+ Az)S(A) (2.5.605)

98Si ricordi che

o —(x)Yi(x) = (1/_)(23) 1/J(x))t = ¢(z) ¢ (z). La prima eguaglianza & dovuta al fatto
che l'operazione di trasposizione comporta lo scambio di operatori che anticommu-
tano; la seconda é dovuta al fatto che, dal punto di vista spinoriale, si tratta di una
matrice 1 x 1;

e 72 = I mentre (v')? = (7*)? = —I.
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Pseudoscalare® Ps(x) = ¢(x) vs ¢ (z)

Ula,N)Ps(x) U Y a,A) = Ula, A)p(z) U (a, A) v5 U(a, A)(z) U= (a,A) =
Y(Az +a) S(A) 5 STHA)Y(Az + a) = Y(Az +a) S(A) STHA) v ¢ (Ax +a) =
Y(Ax + a)y5 ¢ (Az + a) = Ps(Az + a) (2.5.610)

CPs(x)C™ = C(z) Oy O ()07 = e 9l (2)C s e 0 CTH () =

=~y (z) P (z) = (D(z) 15 9(2)) = P(@) 75 %(z) = Ps(z) (2.5.611)
PPs(z) P~" = Pij(x) P~' 45 Pop(a) P = e p(Pa) 7 5 e 40 4p(Pr) =

— —3(P2) 35 (1°)? $(Px) = —§(P) 15 (Px) = —Ps(Px) (2.5.612)
T Ps(x) T~ ' =T ()T v Top(x)T~" = e (Tx) vy ys e 412 o(Tx) =
= (Tx) 7571 Y9 5 ¢ (T) = &(Tx) y59p(Tx) = Ps(Tx) (2.5.613)

Vettoriale'® Ji(z) = (x) y* ()
Ula, A)Jy(2) U™ (a, A) Ula, A)d(z) U~ (a, A) 7" U(a, A)e(z) U (a, A) =

= O(Az + a) S(A) " STHA)(Az + a) = P(Az + a) (A" " P(Ax +a) =

= (AhHH (Ax—i—a)’y Y(Az +a) = (AHA, TV (Az + a) (2.5.614)

CT() 71 = Chla) 71 Copla)C 1 = e gl ()C 1y e ¢ gl (a) =

= ¢i(x) (") P (2) = — (P(2) " P(@))" = (@)Y 9 (z) = — T} (@) (2.5.615)

P Ji(z) Pt = Pi(x) P71y Pap(x) P~ = €F (Pz) 20 4 e 70 (Pz) =

= (Pz) v Y(Px) = (Jv)u(Pz) (2.5.616)

T I (@) T =T () T () Top(2)T 1 = & §(Tx) Pt (7)1 oLy o(Tx) =
= P(Tz) vyt (V) vy (Tw) = §(Ta) 7 (Tz) = (Jy)u(Tx) (2.5.617)

99Sj ricordi che

e la matrice 5 commuta con le S(A) perché i generatori della rappresentazione spi-
noriale sono le matrici o*” = %[’y“, ~"] e dunque commutano con la 75 poiché essa
anticommuta con tutte le y*;

o la matrice 75 ¢ reale, coincide con ~%, commuta sia con C = i7°~? come con y'~3.

100g; ricordi che
o Sy STHA) = (ATHEAY CTICT = () 0 = s
VA A =
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Assiale'®! (pseudovettoriale) J4(x) = (x) vy ()

Ula, A)J4(2) U™ (a, A) = Ula, A)ib(2) U (a, A) 5 Ua, A)p () U™

(a7 A) =

= O(Az + a) S(A) yy5 STHA)W(Az + a) = D(Az + a) S(A) v STHA) 5w (Az + a) =
= O(Az + a) (AN 4" sz + a) = (A i (Az + a) 7" 45 ¥(Az + a) =
= (A"H", JY(Az + a) (2.5.618)
CJ4(2) C™1 = Ca) C™ b 5 O ()0 = €0 gt (2)C Lty 710 €Lt (o) =
:w%x) Y C s 9t () = Yt () () AL D (@) = — (P(x) 159" ()" =
&(xwmw ) = $(@) 7" s Y(z) = Jh(x) (2.5.619)
z< ) P P&( ) Pl s Pyp() P~1 = P h(Par) /0 4 5 =P A0 4p(P) =
—P(Px) Y099 5 @Z}(Pfﬂ) = —(Pz) Y5 Y (Pz) = —(Ja)p (Pfﬂ) (2.5.620)
T4 (2) T =Ty > L) T ()Tt = €M (Tax) 734 (1) 45 €717 13 o (Tr) =
= O(Tx) vy (V) Y19 95 9(Tx) = P(T) 7 v5 $(Tx) = (Ja)u(T) (2.5.621)

101G ricordi ancora una volta che
e 75 commuta sia con S(A) che con C che con y'~*, mentre anticommuta con ~°;

e s & reale e simmetrica, ovvero 5 = vi = 7¢.
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Tensoriale!®? (Ts)" (x) = (x) oM ()

Ula, A) (T (2) U~ (a, A) = Ula, A) ¥(a) U~ (a, A) 0" Ua, A)p(a) U~ (a, A) =
— J(Az +a) S(A) o™ ST (A)b(Ax + a) = (A1) (A1) pd(Ax + a) 0P $(Ax + a) =

= (AH, (AHY5 (Ts)* (z)(Az + a) (2.5.626)
C(Ts)"(x)C C(z) C 1ot Cop(x)CF = e Pt () o e e C ™1t () =
= (x) (o) W(ﬂ?) = — (P(z) o™ P(x))" = —P(z) ™ P(x) = —(Ts)" (x) (2.5.627)
P(Ts)"(x) P~' = Py(z) P~H ot Pp(a) P~ = P p(Px) 7 o e 70 4p(P) =
= (Pz) o w(Px) = (Ts),(Pz) (2.5.628)
T(TS) V(@) T~ =T (@) T (o) T ()T~ = e (Tx) y*y' (o) e 1 51y o(Tx) =
—)(Tx) O‘H,/Q/J(T$) = —(Ts)uw(Tx) (2.5.629)
19%2Essendo o = - [y*,~"] e ricordando sia che (7°)? = I come pure che v'7* 7%y =1,
accade che
S(A)r 571 (A) = o [S(A"S ™ (A), S(A)* S (A)] = 5 (A (A5 13", 7] =
= (M) (1) 50"
—1 _pv,H— 1 - -1 1 N viop—1 1 wo—1 vo—1
clote :27.(? v, 1e =5, IeT = ey ey =
= —oleTe T e =~ [0 ()] = — gl = ) = ) (25.623)
Y " 7% = [v**7%,7°7°] = [y 1] = o (2.5.624)
Y (0" Yy =41y (Eh ,7”]>*7371 = —%vlvs ()" ()1 =
= —2%[’71’73(7“)*’Y3’7177173(’YV)*’Y371} 211 iy W] =~ (2.5.625)

(2.5.622)



Sc(x) = ¥(z) P(z)

Ps(z) = (@) 759 (@)

Ty (x) = (@) v ()
Th(@) = P(x) y#y5 ¥()
(Ts)" (z) = () o ()

2.5. IL CAMPO DI DIRAC LIBERO

Ricapitolando, abbiamo che

Irlela Jslsle Islsla [5ls]o

b ] =

Se(x)
Sc(Px)
Sc(Tx)

Ps(x)
—Ps(Px)
Ps(Tz)

—J (x
(Jv)ul
(

)
Jv)u(Pzx)
(V)

Tz)
Ta(@)

_(JA)M(P@
(JA>M(T37)

—(Ts)(a)
(T's) s (Pz)
—(T's)w(Tz)
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(2.5.630)
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2.6 L’equazione di Majorana
Come sappiamo, il campo ¥ (x) che verifica I’equazione di Dirac
(iv' Oy —m)p =0 (2.6.631)

si trasforma, sotto il gruppo di Lorentz El secondo la rappresentazione
spinoriale S(A)

_i 2

A =e 29w 5 G(N) = eawmo™ (2.6.632)

dove o" = L[y*, "],

Poiché v5 commuta con i generatori ¥, essa commuta con tutte le matrici
S(A) che, quindi, ¢ riducibile risultando la somma diretta della S(A) ristretta
al sottospazio spinoriale individuato dal proiettore chirale xp = x4+ = H%
con la S(A) ristretta al sottospazio spinoriale individuato dal proiettore chi-
rale xp, = x- = 17%

Nel primo caso la rappresentazione ¢ isomorfa a SL(2,C'), mentre nel secon-
do caso ¢ isomorfa a SL(2,C)*.

In ogni caso, quello che deve essere evidenziato é che queste due rappresen-
tazioni nello spazio "right" e "left" non sono equivalenti fra loro e dunque
devono essere tenute algebricamente separate e distinte se vogliamo poter
rispettare I'invarianza relativistica.

Riprendiamo adesso 1’equazione di Dirac e osserviamo che

(10, —m) =0 & (xr+X2) ((7"0p —m) v =0
S xR (9", — m) v+ XL (1970, —m) v = 0 (2.6.633)

da cui, moltiplicando per xgr e X otteniamo il sistema delle seguenti due
equazioni, evidentemente equivalente all’equazione di Dirac di partenza

Xr (V0 —m)y = 0 (2.6.634)
XL ("0 —m)yp = 0 (2.6.635)

Draltronde xr/ 7" = 7" X1/r € quindi le due equazioni precedenti, riscritte
in termini delle proiezioni chirali

Yr/L = XR/LY (2.6.636)

tenuto conto, appunto, delle proprieta di anticommutazione della 5 con le
~*, diventano

o = mir (2.6.637)
or = mar (2.6.638)

che si disaccoppiano se m = 0, dando luogo alle ben note equazioni di Weyl.
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E’ interessante che la possibilita di descrivere particelle elementari attra-
verso l'equazione di Weyl fu rifiutata nel 1933 da Pauli poiché conduceva alla
violazione della parita. Il motivo é che, per inversione spaziale, Yr <> ¥r e
dunque la conservazione della parita richiede I'esistenza di entrambe le com-
ponenti chirali associate alla particella'03.

La scoperta della violazione della parita nel 1956 —57 consenti di poter riesu-
mare 'idea di Weyl e infatti, assumendo massa nulla per il neutrino, questa
particella ¢ stata incorporata nel Modello Standard delle interazioni elettro-
deboli come descritta da uno spinore di Weyl left-handed.

Questo ¢ potuto accadere proprio perché una particella con massa nulla di
spin 1/2 puo essere descritta da una teoria spinoriale fatta da solo due com-
ponenti indipendenti.

Nel caso di massa diversa da zero, come sappiamo, ’equazione di Dirac pre-
vede quattro componenti che sono legate ai due stati di spin e ai due stati
di particella/antiparticella.

Ma queste quattro componenti sono comunque sempre necessarie ?
Majorana dimostro che, se rinunciamo alla distinzione fra particella e anti-
particella, ovvero alla possibilita che le particelle descritte dal campo abbiano
associata una qualsivoglia "carica" (sia essa elettrica, leptonica, barionica o
di altro tipo ...) allora, in questo caso, si puo effettivamente costruire una
teoria a due sole componenti indipendenti, anche in presenza di massa.

Ma come la mettiamo con le due equazioni (2.6.637) e (2.6.638), in cui com-
paiono le componenti di ¢ con chiralita!®* diversa ?

Dovra significare, in qualche modo, che nel caso ipotizzato da Majorana g
e 1, non sono, in realta, fra loro indipendenti.

Cerchiamo di capire come questo possa accadere. Ricordiamo che se ¥ (x)
é un campo che risolve 'equazione di Dirac libera, allora anche il campo a
esso coniugato di carical®®

Yo(r) = Cy(x) O~ = C () (2.6.640)

soddisfa la medesima equazione di Dirac libera. Possiamo dunque, anche per
¢, scrivere che

V' O0u(ve) = m(Yo)r (2.6.641)
V'Ou(Yo)r = m (o)L (2.6.642)

103piy precisamente accade che

P¢R/L($) P! PXR/L P(x) Pt = XR/L Pa(x) pl= XR/L ’YO P(Pzx) =
7" X1/r ¥ (P) = 7° ¢ r(Px) (2.6.639)

194Come abbiamo visto, la chiralitda ha anche rilevanza per quanto riguarda la
rappresentazione del gruppo di Lorentz.

105Qui abbiamo assunto, senza perdita di generalita, che la fase arbitraria e” ¢ sia
uguale all’unita.
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Ma osserviamo adesso che risulta

(Wr)o = C gt —c! {{(1—275) l/lr'yo}tzc_l {W<1—275>70]t:

=t () wh = et (FE2) oy =

2 2
L+ - t 1+7Y\ 1 = 14 s
- < 2 )C L) :< 2 )C ld’t:( 2 )w(’:
= (Yo)r (2.6.643)
e, in modo analogo, troviamo che
(Yr)c = (Vo)L (2.6.644)

Poiché (¢¥g)c € in realta left-handed e (¢1,)¢ @ right-handed, questo sugge-
risce il fatto che potra essere possibile rispettare le condizioni di chiralita di
cui alle equazioni (2.6.637)-(2.6.638) ponendo

ify“@um = m (wL)C (2.6.645)
V'Oubr = m(Yr)c (2.6.646)

ovvero imponendo la condizione di Majorana, per la quale
Yr=(br)c; YL = (Yr)c (2.6.647)

Si osservi, a questo punto, che le due equazioni (2.6.645) e (2.6.646) sono, in
realta, la stessa equazione, infatti, applicando una seconda volta la simmetria
C, per esempio, alla (2.6.645) e usando la (2.6.647) otteniamo la (2.6.646).
Si osservi altresi che la condizione di Majorana implica direttamente che il
campo ¢ sia autoconiugato di carica, cioé che ¢ = ¢, infatti ripartendo
dalla decomposizione del campo nelle sue due componenti chirali

V=1L +Yr (2.6.648)

e usando la condizione (2.6.647), si ottiene
v = Yr+vr=1vr+ (¥L)c
& Po=CPC =0 () + C((Yr)e) C
& Yo=L)o+YL=1 (2.6.649)

Se usiamo adesso le v nella rappresentazione di Weyl, dove
A = WAk w1l (2.6.650)

con v* che sta per le consuete matrici gamma nella rappresentazione di
Pauli-Dirac, mentre

I 1

W=wi=w-!= (7”75):\2(1 _I> (2.6.651)

Sl
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ecco che, poiché risulta che 5 = 79, i proiettori chirali diventano

ldyws 1490 1[I(1+1 0
- - — - 2.6.652
X 2 2 2(0 I1F1 (2.6.652)

e dunque

_ [ ¥r
b= ( o ) (2.6.653)

da cui ¢ immediato concludere che le due equazioni (2.6.645) e (2.6.646) sono
riassunte dalla singola equazione (di Majorana)

iv' 0 = mio (2.6.654)

che ne costituisce una sintesi, valida indipendentemente dalla rappresenta-
zione delle matrici ~.
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Un’altra rappresentazione delle matrici v# molto interessante per ’argo-
mento che stiamo trattando é la rappresentazione di Majorana stessa, in cui
accade che tutte le matrici v* risultano immaginarie pure.

Questa rappresentazione, rispetto alla rappresentazione di Pauli-Dirac, &
definita dalla relazione

= MA*MT (2.6.655)
dove
~_1 I—ioo I+io9 Ve ~_1_1 I+ 109 il — o9
M_2<—if—02 z'I—ag> < M =M 9 I — o9 — il — o9

Risulta allora che (si ricordi che 02 = I e che {o;,0;} =0sei#j)

o _ 1 I —ioy 0o I I —o9\
R N} I 0 iy il )
_ ( _21 Zé ) (2.6.657)
1 I —ioy 0 —o I —oy\
R N R} o 0 ioy il |
_ ( _?01* “’01> (2.6.658)
2 . 1 I —io’2 0 — 02 I — 09 .
R Y oy 0 ioy il )
_ ( _SI Z?_) (2.6.659)
3 1 I —ioy 0 —o3 I —o9\
R S 5 o5 0 ioy il |
_ ( 7?03_ “ﬁ) (2.6.660)

0 I
—iI 0

0 —iO’l

—1i01 0

mentre, per quanto riguarda 757, abbiamo
YoM = M R Vi = (

JO5 )l
(%)

Il fatto che le matrici v* siano tutte immaginarie pure significa che, nella
rappresentazione di Majorana, ’equazione di Dirac

(ivh 0 — m) Yar(z) =0 (2.6.662)

—103

) (2.6.656)

0 —iog \
0 =

(2.6.661)
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¢ reale e dunque se ¥y/(z) ne & una soluzione, allora anche v},(z) deve
esserlo.
Questo significa che, per esempio, se

Y(z) = u(p) e P* (2.6.663)
é una soluzione a energia positiva, allora
V¥ (z) = u*(p) eP® (2.6.664)

sara certamente una soluzione della stessa equazione, corrispondente pero a
energia negativa.

Una relazione fra gli spinori u*(p) e gli spinori v(p) (e viceversa), in realta,
I’abbiamo gid incontrata quando, proprio a proposito della coniugazione di
carica, abbiamo visto che

L@ (p)' = iy ut(P) = v (p) (2.6.665)
C L@ (@) = i vt (P) = u¥(P) (2.6.666)

Ma vediamo adesso cosa succede in rappresentazione di Majorana e iniziamo
partendo dagli spinori u(p): abbiamo

. N . - m—|—lf r ~ m-+Dp Y T
() = M) = M p ! = Npe )
D p
M P g ) = VM) (2.6.667)

VE,+m

dove abbiamo posto g = p, i, € ug;\)/[ =M ugr).
Procedendo in modo analogo per gli spinori di tipo v, otteniamo

WD) = o (2.6.668)

VEy+m "o

Ma essendo le matrici v immaginarie pure, evidentemente avremo che

)% m— ﬂM r)*
p
r)* m—+ ZfM )%
p
D’altronde
r a1 I —i0y I+ioy w \
uorr = Mug _2<—U—02 z'I—02>< 0 a

1 (") _ g ™
- 2( we 2w ) (2.6.671)

—1 w(r) — 09 w(r)
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ry (T)f} I —i09 I+ioo 0 B
vorr = Mg _2<—7j—0'2 iI—oy |\ @™ )~

1 w(r) + ’iO’Q ’II)(T)
) ( iw™ — gy (2.6.672)

Ma, come gia sappiamo, risulta

@) = —ioyu” (2.6.673)
e dunque (si ricordi che 02 = I, 09 = —03 )
0 _ 1 —iew tuw® ) _ .
Yo = g ( oy w) + i w) Uopr (2.6.674)

per cui, nella rappresentazione di Majorana, risulta semplicemente che

)% m— ]fM r r
p
)% m-+ ]fM r r

Venendo infine alla rappresentazione spettrale del campo di Majorana,
si ha

v = Z/ 2, 2y 0 DU @ e+ O F U@ ) (2667)

O(z) = Z / TSRO {a (@) s () e + ofO () a (p) et} (2.6.678)
con, in quanto alla coniugazione di carica,
C o (p)C = a(p); Caf ()t = o) (p) (2.6.679)

per cui risulta appunto che

Co(x) O™ = Yo(x) = () (2.6.680)



Appendice A

Appendix: Generalita

A.1 Le unita di misura

Il sistema di unita di misura di cui faremo uso, se non altrimenti specificato,

¢ il sistema cgs es (di Gauss) ed esso fornisce i seguenti valori delle costanti
) o . - 1 _10-7

universali pitt comuni (1 ues = gggrg955g9 coulomb, 1 erg =101 J)

carica dell’elettrone e = 4.8032 x 107 ues
massa dell’elettrone m = 9.1095 x 10728 ¢
h
costante di Planck h = 7= 1.05457266 x 10~ 2" erg - s
s

velocita' della luce c = 299792458 x 10'% c¢m /s

Comunque, siccome questo sistema di unita di misura non é sempre di pratica
applicazione in fisica nucleare e subnucleare, in quanto le sue unita di misura
sono spesso troppo grandi per la descrizione di sistemi di particelle,

e per quel che riguarda le distanze, useremo spesso il fermi (equivalente
al femtometro, definito come

1 fermi=1 fm =101 em = 107% m = 10~° Angstrom;

e per lenergia, useremo l'elettronvolt (ed i suoi multipli), legato al
sistema cgs ed SI dalla equivalenza

1 eV =1.60219-10 2 erg = 1.60219 - 10719 J;

e per le masse delle particelle, invece dei grammi, useremo gli ec—‘z/ e

relativi multipli, per cui la massa dell’elettrone, per esempio, &

Cerg MeV

me = 9.1095-107%%-(2.99792458-101°)2 27 — 8.187.107 72 = 0.511—,
C C C

poi, siccome molto spesso, sard pit comodo porre ¢ = 1, scriveremo
anche
me = 0.511 MeV;
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e per I'impulso, coerentemente con quanto sopra, useremo spesso le unita
% e relativi multipli. In questo modo, un elettrone che abbia una
velocita v, possiede un impulso?

M
p=mv=mcf=0.51153 eV'
c

Nel sistema cgs es (di Gauss), le equazioni di Maxwell nel vuoto si
scrivono nel modo seguente

B ) 3 _109B
P (LGP (S
w - ’ rotB = TJ + < Ot
e la costante di struttura fina « & data da
2
e
= — A1.2
a= ( )

Per confronto, invece, nel Sistema Internazionale (ST) ed in quello di Heaviside-
Lorentz (H L) risulta?

e2 e? e2 1
a=|—_ = —— == =————(A.14)
4mep he 51 47 he HI he Gauss 137.035099 76

Ricordiamo infine che, sempre nel SI, i prefissi relativi ai multipli e
sottomultipli delle unita di misura sono i seguenti:

1Se g = v/c = 1, allora, in realta, come ¢ dimostrato nel testo, p = mc~ 8, dove
y=(1- ,5'2)_1/2, comunque, ¢ un numero puro e quindi senza dimensioni.

2Ricordiamo che nel sistema LH i campi e le cariche sono quelli del sistema cgs di
Gauss, ma divisi per V47, e dunque le equazioni di Maxwell si scrivono nel modo seguente

Q
o1}

divE = 0 rotE = %

Z - Lot A1.3
divB = 0; rotB = %J-i— ( )

a

ol
&

Y
E

. M 2
In particolare, gur. = V47 gcgs, da cui, se i = ¢ = 1, ne segue che a = £—.
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Factor Name Symbol Factor Name Symbol

1024 yotta Y 101 deci d
1021  zetta Z 1002 centi ¢
1018 exa E 103 mili m
1015 peta P 106 micro p
1012 tera T 10° mnano n
10° giga G 10-12 pico p
106 mega M 10-15  femto f
103 kilo k 10-18 atto a
102 hecto h 10-21  zepto z
101 deka da 1024 yocto y

Figura A.1: Prefissi nel Sistema Internazionale

A.2 Le notazioni

La convenzione sugli indici che seguiremo ¢é quella usata nel libro Relativistic
Quantum Mechanics di Bjorken e Drell. Gli indici greci («, 3, ..) vanno da
0 a 3, mentre gli indici italici (7, 7, ..) vanno da 1 a 3.

Il tensore metrico g, = 0., = 0* = g ¢ tale che
5% =41 M =6P=5%=-1 (A.2.5)

ed il prodotto scalare di due quadrivettori p e ¢ € indicato semplicemente
con il simbolo pq, oppure (pq), se il simbolo senza parentesi pud dar luogo
ad errori di interpretazione

pq = p"qu = pMouwq” (A.2.6)

Dato un quadrivettore p, rappresenteremo poi con p? la sua lunghezza inva-
riante

p* = (pp) =" pu (A.2.7)

che, come € noto, puo essere sia positiva che negativa o nulla.

L’operatore di D’Alembert ¢ definito come

0? 0 0
Dzauaﬂ:ag_vQ:@_ﬁixiﬁxi

(A.2.8)
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Per quanto riguarda, poi, le matrici v* di Dirac, ricordiamo che esse soddi-
sfano le seguenti condizioni generali:

Y =1 (A.2.9)
(1) = (A-2.10)
(7T = 409#4° (A.2.11)
N (A.2.12)

Per definizione poi, se p é un quadrivettore, allora

Py =put =9 (A.2.13)

La matrice 5 ¢ definita dal prodotto

v =iy (A.2.14)

e risulta
{5,7"} =0 (A.2.15)
(15)" =75 (A.2.16)
(v5)2=1 (A.2.17)

mentre
1

ot = % [, "] (A.2.18)

Dove necessario, adotteremo la rappresentazione di Pauli-Dirac delle matrici

v, 1.e.
I 0 i 0 o;

dove o; sono le usuali matrici di Pauli, i.e.

0 1 0 —z 1 0
01—<1 0), Ug—(i 0), 0’3—(0 _1>A.2.20)

ed in questa rappresentazione, la matrice 5 assume la forma

e = ( ? é ) (A.2.21)



Appendice B

Appendix: C, P, T sui campi
quantizzati

B.1 Introduzione

Anche allo scopo di introdurre la nozione di simmetria in QFT', assumeremo
in generale che, in stretta analogia con quanto fatto nello schema di prima
quantinazione, esistano operatori O capaci di trasformare gli stati in modo
da lasciare invariata la struttura probabilistica dello spazio da essi costituito.
Visto come isomorfismo dell’algebra degli operatori in sé, quello indotto dal-
I’operatore O dovra necessariamente essere compatibile con le condizioni di
quantizzazione, cioé dovra rispettare ’algebra dei campi.

Al solito, questa condizione sara automaticamente soddisfatta se definiremo
I’operatore su una base dello spazio di Hilbert, mentre dovra essere imposta
se I'isomorfismo dell’algebra in sé verra costruito in base a qualche ragione
a priori.

Un operatore che soddisfi le condizioni precedenti é una simmetria.

Se poi accade anche che

e lo stato di minima energia (vuoto) é non degenere e O-invariante,

e la lagrangiana £(x) é invariante in forma sotto l'operatore O,

allora essa € detta simmetria conservata o esatta o anche invarianza.

Si osservi che il rispetto della seconda condizione di cui sopra implica che la
trasformazione O rispetti la dinamica, ovvero che le equazioni di moto siano
O-invarianti, cioé, che, al solito, sia

[071{] =0 (B.l.l)

La simmetria é rotta se la lagrangiana £ non ¢ O-invariante, mentre viene
detta rotta spontaneamente se, pur essendo la lagrangiana O-invariante, é lo
stato di minima energia, cioé lo stato di vuoto, a essere degenere e non
O-invariante.
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Passiamo adesso a vedere come agiscono sui campi quantizzati le trasfor-
mazioni di coniugazione di carica C, di parita P e di inversione temporale T,
facendoci guidare da quanto gid visto nello schema di prima quantizzazione
nonché dal concetto classico che abbiamo di loro per quanto riguarda 1’azio-
ne di queste trasformazioni nello spazio' di Fock di particella libera, ovvero
sugli operatori di creazione e distruzione.

Per quanto detto prima, volendo che C, P e T siano simmetrie, richiedere-
mo altresi che lo stato di vuoto sia non degenere e risulti C, P e T invariante?,
cioé tale che

C|Q>=PIQ>=T|Q >=|Q2 > (B.1.3)

La simmetria C
Classicamente, la simmetria di coniugazione di carica C comporta il cam-
biamento di segno della carica elettrica e dei campi elettrici Ee magnetici B.
In questo modo, la lagrangiana® del campo elettromagnetico in interazione
con una quadricorrente? e J*
1

L(z) = —ZF/W(HJ) Fu(xz) —eJ!(x)Au(x) (B.1.4)

risulta evidentemente C-invariante in quanto, sotto ’azione di C, si ha

Y A Ay

i (B.1.5)

e quindi, in elettrodinamica classica, la simmetria C' risulta essere conservata.

'Ricordiamo a questo proposito che lo spazio di Fock ¢ lo spazio di Hilbert che
ha per base lo stato di vuoto I2> il quale, per ipotesi, & unico, e gli stati di
(multi)particella/antiparticella descritti come autostati dell’impulso, cioé

|2 >
a"(B1)..a’ (5n) b (71).. 0T (Fn) |2 >;  con m+m>1, n,m>0

2A priori basterebbe imporre Iinvarianza dello stato di vuoto e non necessariamente
del vetgtore di stato che lo rappresenta. Questo significa che, se indichiamo con © una
qualsiasi delle tre simmetrie C, P e T, I'invarianza del vuoto impone solo che

0|0 >= "l > (B.1.2)

L’ipotesi che facciamo & quella di riassorbire comunque questa fase nella definizione stessa
della simmetria, in modo che valga comunque la (B.1.3).

3Cfr. J.D. Bjorkeen, S.D. Drell: Relativistic Quantum Fields, McGraw-Hill, 1965,
pag. 70 e 86.

4Fattorizziamo il valore assoluto della carica elettrica in modo che J* rappresenti la
densita di corrente legata all’invarianza della lagrangiana per trasformazioni di gauge di
prima specie.
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In QFT manterremo ancora, senz’altro, la richiesta caratterizzante di
questa simmetria, ovvero che sia

C AM(z) C™1 = — AP(x) (B.1.6)

e quindi, affinché C possa essere una simmetria conservata non solo per
il campo libero, ma anche nel caso di interazione elettromagnetica, sara
necessario, quanto alla densita di corrente, che risulti

CJ,(2)C™F = —J,(z) (B.1.7)

Naturalmente la densita di quadricorrente & costruita a partire dai campi
che descrivono le particelle, quindi, se vogliamo che C' sia una simmetria
conservata anche in QFT, occorrera definirla sui campi stessi in modo che

e garantisca la validita della (B.1.7);
e garantisca che anche la lagrangiana libera del campo sia C-invariante;

e garantisca il rispetto della struttura algebrica costruita con i campi,
ovvero il rispetto delle regole di commutazione/anticommutazione che
li riguardano.

Richiederemo inoltre, cosi come abbiamo visto accadere in prima quan-
tizzazione, che questa simmetria sia unitaria.

La simmetria P
Classicamente la simmetria di parita P é la simmetria legata all’inver-
sione degli assi spaziali, cioé tale per cui
R t Lt (B.1.8)
Secondo questa simmetria, quindi, ci aspettiamo che le grandezze vettoriali

cambino di segno, mentre quelle pseudovettoriali non lo facciano.
Per esempio, ci aspettiamo che

P P JE T (B.1.9)
(2,t) 2 —E(—1,1); Bz t) 2 B(-7,t) (B.1.10)
AME ) 25 AL (-t (B.1.11)

Per quanto riguarda gli stati abbiamo gia visto, nello schema della prima
quantizzazione, che 'operatore P che descrive la trasformazione di parita,
puo essere definito in modo che P sia una simmetria unitaria tale che

P =1 (B.1.12)
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Se prendiamo allora, per esempio, una base di autostati simultanei dell’im-
pulso e della componente z dello spin, questa simmetria. dovra agire in modo
che

P|p,s >= " | — p,s > (B.1.13)

e la fase np dovra essere la stessa su tutti i vettori con cui si possono fare
sovrapposizioni lineari, se vogliamo che

P (a|p,s1 > +B|q, 52 >) < a| —ps1 > +B| — G, 52 > (B.1.14)

Questo implica che, limitandoci per esempio solo allo spazio degli stati di
particella singola, la fase np debba essere unica su tutti i vettori dello spazio.
Dalla condizione per cui

PP=1 = ¢e¥r=1 (B.1.15)
segue infine che

eP = 41 = 7P (B.1.16)

La simmetria T

Come abbiamo avuto modo di concludere gia nell’ambito dello schema
della prima quantizzazione della Meccanica Quantistica, 'operatore T di
inversione temporale ¢ antiunitario. In quel contesto, ma in tutta generalita,
abbiamo altresi osservato che questo operatore ¢ una simmetria conservata
del sistema se, dato uno stato |[A > al tempo t e lasciato evolvere per un
intervallo di tempo At in modo da ottenere lo stato |B >, allora, preso il suo
riflesso® nel tempo |B > e lasciato evolvere con la stessa dinamica per lo
stesso intervallo di tempo At, otteniamo di nuovo il riflesso nel tempo |A >p
dello stato |A > di partenza.

Classicamente abbiamo anche gia discusso come questa simmetria abbia
in realta a che fare con la reversibilita di un processo fisico, associata alla
trasformazione

t Lot = —t (B.1.18)

per quanto concerne il suo effetto sulle variabili cinematiche che definiscono
lo stato.

5Per esempio, per uno stato che sia autostato simultaneo dell’impulso, di JZ e di J.
il riflesso nel tempo si ottiene dallo stato di partenza invertendo il segno dell’autovalore
dell’impulso e della componente z del momento angolare, ovvero

1B, J, m >—o | — p, J, —m > (B.1.17)
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Sotto 'operatore T', dunque, se vogliamo garantire la validita dell’analo-
gia classica, deve accadere, per esempio, che

TXT' = X (B.1.19)
TPT™' = -P (B.1.20)
TJT™' = —J (B.1.21)

e inoltre, assunto che la densita di carica elettrica sia scalare per inversione
temporale, dovra essere altresi che®

TE(Zt)T™" = E(Z,—t); TB(Z )T~ = -B(&,—t) (B.1.27)
& TAME O T = AL, —t) (B.1.28)

Poiché, sempre sulla base dell’analogia classica, dovra anche essere
TJH# )T = J.(7, —t) (B.1.29)

ecco che l'interazione elettromagnetica, descritta nella lagrangiana dal ter-
mine J, A¥ risultera cosi essere T-invariante.

Dovremo quindi costruire 7' nell’ambito della QFT usando l'analogia
classica e avendo in mente di mantenerla come simmetria conservata in QED.

11 campo elettrico ha origine nelle cariche, che sono assunte essere scalari sotto T
quindi non cambia di segno, a differenza del campo magnetico che ha come sorgenti le
correnti, le quali, essendo legate al moto delle cariche, invece, cambiano di segno sotto 7.
Dunque, ricordando che

0o -E. —-E, -—-E.
E 0 —-B B
% _ KAV g¥ AR x z Y
P = 9MAY —9"A E B 0 -B (B.1.22)
E. -By B, 0
0 E, Ey E.
_ B —FE; 0 —-B. By
F,u,u - 8;1,141/ - 81/14;1, - —Ey Bz 0 _B;I) (B123)
—-E. —By B, 0
ecco che
L _F, (B.1.24)
ma poiché chiaramente risulta
oL o, (B.1.25)

vista la definizione di F'*" e F},,, deve essere appunto che

A L4, (B.1.26)
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B.2 Campo scalare carico ¢

Come abbiamo visto, la dinamica (libera) del campo scalare carico ¢ descritta
dalla lagrangiana’ seguente

L(z) = (0,0)(9"¢) — m*¢ ¢ (B.2.31)
da cui seguono le equazioni del moto seguenti per i campi liberi
(O+m?)p=0=(0+m?)e' (B.2.32)

i quali sono dati, in termini degli operatori di creazione e distruzione di
particella/antiparticella, dagli sviluppi seguenti®

1 d3p

o(z) = G Q—Ep{a(ﬁ)e_ipx—i—bT(ﬁ)eim} (B.2.33)
3 . .
ol(z) = (2;)3 / %{b(ﬁ)e—wud(mem} (B.2.34)

le cui regole di commutazioni (le sole non nulle ...) sono le seguenti

a(®), of(@] = [p@), /(@] = (2m)*2B,8°F-q@)  (B.2.35)

equivalenti alle regole di commutazione canoniche, ovvero

[6(2),0(n)] = [¢'(@),0'(1)] =0 (B.2.36)
6(2).6' )] = i@ —ym) (B.2.37)
dove, per definizione
A(r —y,m) = — (271r)3 /d4q 5(¢* —m?) e~a@=y) [@(qo) — @(—qo)} (B.2.38)

“Piu correttamente dovremmo usare la lagrangiana simmetrizzata, ovvero

L(x) = % {0u, "¢} — %mQ {¢, 0"} (B.2.30)

8Come al solito, con pz intendiamo il prodotto scalare di Lorentz plx,,

mentre E, = +/[p]% + m2.
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Coniugazione di Carica

Definiamo 'operatore di coniugazione di carica C' in modo che esso scam-
bi lo stato di particella con quello di antiparticella e viceversa, rispettando
il loro stato di impulso. Poniamo quindi

Cla(p) >= |b(p) >; C|b(p) >= |a(p) > (B.2.39)

da cui risulta, in particolare, che C? = I.
Un altro modo equivalente di definire C' é quello di vederne 'effetto diretta-
mente sugli operatori di creazione e distruzione: essendo

la(p) >= ' (7)|Q >; b(p) >= bl (p)|2 > (B.2.40)

ed essendo, per ipotesi, il vuoto C-invariante, la (B.2.39) puo essere equiva-
lentemente tradotta nelle condizioni

cd(p)ct =i (p); col(p et =d(p) (B.2.41)

da cui, siccome si é assunto che C' sia un operatore unitario, prendendo
I’aggiunto di entrambi i membri si ottiene altresi che, per gli operatori di
annichilazione deve essere

Ca(p)C~" = b(p); Cb(p) C7' = a(p) (B.2.42)

Prima di continuare, vogliamo osservare che la richiesta che la coniuga-
zione di carica C' mandi uno stato di particella in uno di antiparticella e
viceversa e che C? = I non basta a fissarla in modo univoco.

Queste richieste sono rispettate, infatti, anche se definiamo

Cla(p) >= €™ |b(p) >; Cb(p) >= e~ |a(p) > (B.2.43)

ovvero

CaT(ﬁ) -1 — ginc bT(ﬁ) & Calp) Ol — o—inc b(p)

C'bT(m -1 — ¢—inc aT(ﬁ) s Cb(p) -1 = ginc a(p) (B.2.44)

L’unica richiesta che dobbiamo ragionevolmente mantenere é che il fattore
di fase € sia indipendente dall’impulso. Questo per non violare I'ulteriore
richiesta che facciamo a C, cioé quella per cui vogliamo che lo stato coniugato
di carica, per esempio, dello stato rappresentato dal vettore

ala(p) > +5a(q) > (B.2.45)
sia comunque rappresentato dal vettore?

alb(p) > +81b(q) > (B.2.47)

9Si osservi a questo proposito che, usando la definizione (B.2.43), per una combinazione
lineare di stati di particella e antiparticella, la presenza del fattore di fase e’ nella
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a meno di un fattore di fase globale inessenziale.

Ritorniamo ora al punto principale, che & quello di giungere infine al-
la definizione di una simmetria conservata, la quale descriva lo scambio
particella-antiparticella e tale, dunque, che

e sia esatta anche per il campo libero;

e sia tale per cui la densitd di corrente elettromagnetica soddisfa la
condizione (B.1.7).

Partiamo dunque dalla definizione (B.2.43) che, evidentemente, contiene la
(B.2.42) come caso particolare in cui 7o = 0, e vediamo se questa trasfor-
mazione gode delle proprieta richieste.

Per prima cosa, determiniamo quale & I'azione di C' sui campi ¢ e ¢!.
Ricordiamo che, per ipotesi, C' & stata supposta essere lineare (e non antili-
neare), per cui, usando la (B.2.44), otteniamo

3 . .
Coz)C™' = C /QEZZ(;T)?, {a(ﬁ) e~ L pT(p) eng;} c1 =

d3p . . . )
_ 2y ) —inc —ipT —inc ,T ipr | _
/ 2E, (27)3 {eme @ e + e al(p)erf =

= e C ¢l () (B.2.48)
come pure
_ d3 —ipx ipT —
colwyo = ¢ [ {pme sal@er) ot =

a3 . ' ' |
/2E(§7r)3 {emc a(ﬁ) e~ | gine bT (@ esz} _
P
- o) (B.2.49)

Per prima cosa, verifichiamo che la dinamica del campo libero ¢ rispet-
tata dalla simmetria C'. Partendo dalla densita lagrangiana, questo significa
verificare che essa & invariante in forma sotto C.

D’altronde, nel nostro caso, date la (B.2.48) e la (B.2.49), abbiamo

r—T

C: d(z) = po(x) = e ¢l (z) < ¢l (z) = e o (z) (B.2.50)
ot(x) = ¢h(x) = €0 g(a) & ¢(x) = 70 gl(x)

definizione di C' fa, in effetti differenza, infatti risulta
C (ala(p) > +B16(q) >) = a e’ |b(p) > +Be "¢ |a(q) > (B.2.46)

e questo vettore certamente non rappresenta, in generale, lo stesso stato del vettore
a|b(p) > +Ba(q) > ...

Lo stesso accade se consideriamo una sovrapposizione lineare di un vettore che rappresenta
una particella/antiparticella e il vuoto, oppure uno stato di n particelle con quello di m
antiparticelle, in cui n # m.

E’ un fatto questo che avremo modo di riprendere.
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L’invarianza in valore della lagrangiana
L(z) = (0,0)(0"¢") — m*¢ 6" (B.2.51)

garantisce che i campi ¢¢ e gi)g soddisfano le equazioni del moto dedotte dalla
seguente densita lagrangiana Lo, ottenuta dalla precedente per sostituzione

Lo(x) = (@Le_incquC(ac)) (Oﬂeincqﬁc(x)) —m? e_incquC(:L‘) eincgbc(:n) =
= (0u05(@)) (Db (@) — m? o (x) do () (B.2.52)

che pero, siccome ¢¢ e qbg non commutano, non coincide in forma con £(x)!
E’ pur vero che la lagrangiana Lo (x) da luogo alle stesse equazioni del moto
che la lagrangiana £(x), ma questa conclusione non sarebbe comunque sod-
disfacente riguardo alla applicazione del teorema di Noéther.

In realta, il punto sta nel fatto che, proprio allo scopo di trattare allo stesso
modo i campi ¢ e ¢f, avremmo dovuto piuttosto partire dalla lagrangiana
simmetrizzata (B.2.30), ovvero

L(z) = % {a#qb, a”qﬁT} - %mQ {¢, ¢T} (B.2.53)

la quale, invece, é ovviamente C-invariante in forma, dato che é simmetrica
nello scambio ¢ <+ ¢T.

Un altro modo per verificare che la dinamica del campo libero é rispettata
dalla simmetria é quello di verificare che C', qualunque sia la fase n¢, com-
muta con I’hamiltoniana libera Hy. Ricordiamo per questo che, in termini
degli operatori di creazione e distruzione, risulta'’

3
Ho = / QEdéﬂ)a Byl (Pa@) + B, b (7)b(p)] (B.2.57)

10 Abbiamo infatti, per esempio, che

1P B (7)o + BN W) @10 > (B2

Hg|a((j) >= Hyp aT((f)|Q >= / W

e poiché [b,a’] = 0 e b|2 >= 0, il secondo termine della (B.2.54) non contribuisce. Quanto
al primo, usando 'identita

ad' =[a,a'1+aa (B.2.55)
e ricordando, di nuovo, che a|Q >= 0, diventa
Hola(q) > = _&p Epd' (p) [a(p,a ()] | >=
2E,(2m)3 7 * ’

= [ g5ea @) 20" 25,6~ 9102 >=

Eqya'(q)|Q >= Eqla(g> (B.2.56)

Questo dimostra che, sulla base degli autostati di singola particella, ’operatore Hy definito
dalla (B.2.57) é diagonale e ha come autovalore I’energia complessiva dello stato. Questo
stesso risultato puo essere facilmente dimostrato anche per gli stati di antiparticella e di
multiparticella/antiparticella, per cui ne segue che operatore Hy di cui alla dalla (B.2.57)
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D’altronde evidentemente si ha

CataC™! = CalClCaC™! = emepte—mcy = pfp

cvive—t = cvieTlcvet = e eatecq = ata (B.2.58)
per cui é immediato che
CHyC'=Hy < [C,Hy=0 (B.2.59)

Appurato che C rispetta la dinamica del campo scalare libero, verifi-
chiamo per completezza che essa rispetta anche le regole di commutazione.
Risulta che sotto C si ha

a(@), a(@]  — [b@), (@] = (2m)*2E,8(7 - 9)
a(P), a(@)] = D), @) e =0 (
@), b(@] [, a(@) =0
[a' @), a' (@] «— [t'@). b'(@)] e = 0

ovvero abbiamo (gli altri commutatori restano identicamente nulli ...)

Clo(2).6' ()] 7' = [¢'(@),0)] = = [0w), 0! (@)] = [0(2), 6" ()] (B.2.61)

dove la seconda uguaglianza discende dal carattere antisimmetrico del com-
mutatore, mentre la terza dal carattere dispari della funzione A(z).

Resta cosi dimostrato'! che, per il campo scalare libero, la simmetria di
carica C, indipendentemente dal valore della fase nco, ¢ effettivamente una
simmetria conservata.

Quanto poi all’osservazione che abbiamo anticipato, per cui, se la fase n¢
non ¢ nulla, allora, in generale, abbiamo per esempio che

ofa(@) > +BIb(@) > -S> €€ ala(p) > +e 1 BIb(q) >#
# (ala(p) > +B|b(q) >) x fase opportuna (B.2.62)

al momento limitiamoci a osservare che, almeno se particella e antiparticella
differiscono'? nella carica elettrica, allora, per la regola di superselezione
sulla carica che impedisce la possibilita di realizzare stati fisici che siano
sovrapposizione di stati con carica diversa, il problema non si pone.
Riprenderemo comunque l'argomento quando si tratterd di considerare il
sistema dei mesoni K, dove K # Ky, anche se entrambi sono elettricamente
neutri.

coincide effettivamente con ’hamiltoniana libera: I’operatore a'(5) a(p) fornisce il numero
di particelle con impulso 7 presenti nello stato considerato, mentre b () b(p) fornisce quello
delle antiparticelle.

Hpsserviamo che, per quanto riguarda la compatibilita con le regole di commutazione,
non poteva essere altrimenti visto che abbiamo definito C' attraverso la sua azione sui
vettori di una base dello spazio di Hilbert.

12Non ¢ sempre questo il caso ...
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Passiamo adesso a considerare I'azione di C' sulla quadricorrente associa-
ta al campo scalare carico.
Come abbiamo gia detto, affinché C' resti una simmetria conservata anche in
presenza di interazione elettromagnetica, dobbiamo richiedere che la densita
di corrente elettrica sotto C sia tale per cui J#(x) < —JH(x).
D’altronde, la densita di quadricorrente elettromagnetica associata al campo
scalare carico é pari alla densita di quadricorrente di probabilita, moltiplica-
ta per la carica elettrica assoluta e della particella (quindi e ha un segno
univocamente definito una volta stabilito chi é la particella e chi é ’antiparti-
cella). Come sappiamo, questa corrente di probabilita (cfr.(2.2.108)) ¢ quella
che si ottiene dal teorema di Noéther, applicato all’invarianza in forma della
densita lagrangiana per trasformazioni di gauge di prima specie dei campi.
Abbiamo'?

Ji(@) =i [(0"6(2) ot (z) — (070 (1)) é(2)] = (/) (@)  (B.2.64)
e visto che
C, o—inc yt. i _C, Jinc
p—e R o' — e ¢ (B.2.65)
¢ evidente che, indipendentemente dalla fase ¢, risultal?

Jh(z) -5 € JH(z) O = —JH(z) (B.2.68)

dalla quale segue che 'operatore di coniugazione di carica C' é in effetti una
simmetria conservata non solo nel caso del campo scalare libero, ma anche
quando si consideri la sua interazione con il campo elettromagnetico.

13Pid propriamente occorre qui prendere il prodotto normal - ordinato dei campi, in
cui, per definizione, gli operatori di annichilazione sono a destra di quelli di creazione, per
cui, nel caso considerato, per esempio risulta in particolare che

<QJMQ >=0 (B.2.63)
YSempre basandoci sul fatto che 'operatore a'(p) a(p) fornisce il numero di particel-

le con impulso 7 presenti nello stato considerato, mentreb! () b(p) fornisce quello delle
antiparticelle, risulta evidentemente che l'operatore di Carica @ é dato da

3
0=c [ Gt [ ali) v 0] (B.2:66)

dove e ¢ la carica elettrica della particella. Da quanto detto & poi immediato che

CQC™'=-Q essendo a'(p)a(@) - b'(p)b(p) (B.2.67)



156 APPENDICE B. APPENDIX: C, P, T SUI CAMPI QUANTIZZATI

Parita
Definiamo l'operatore di parita P nel caso del campo scalare carico,
ponendo!®, con ovvio significato dei simboli

Pla(®) > = €""|a(—p) > (B.2.69)
Pb(p) > = e Pb(—p) > (B.2.70)
dove P & un fattore di fase che, pur essendo a priori arbitrario, se richie-

diamo che P? = I, pud valere solo +1.
Poiché, per definizione, risulta che

la(p) >= ol (7|Q >; b(p) >= bl (5| > (B.2.71)

avendo assunto che lo stato di vuoto [§2 > sia invariante per parita, ecco che
le (B.2.69)-(B.2.70) equivalgono a
Pl (P)P~t = e"Pal(—p) «— Pa(p)P~' = e MPa(—p) (B.2.72)
P (p) P! = e="PhT(—p) «— Pb()P~ ' = e"Pb(—p)  (B.2.73)
dove abbiamo usato anche il fatto che si richiede a P di essere unitaria'®.
Quanto ai campi ¢ e ¢! abbiamo

3 . .
Po(x) P! = P/QEZZ(;)i% {a@e ™ + i (p)em} Pt =
3

_ d p —in —1ipT —inp1t ipr | __
= /QEP(QW)3 {e Pa(—p)e + e "Pb (—p)e } =

= oo | wjf;)g{a<_@ez’m+m<—mew} (B.2.74)

Poniamo adesso

dp  d3q

0 0 —

=(¢,)=({p,-p)=Pp = —— =— B.2.75
q¢=(¢,q9) = (p’,—p)=Pp 2, ~ 2B, ( )
dove indichiamo qui con P la matrice!” 4 x 4 che coincide con il tensore
metrico G dello spazio di Minkowski.

Evidentemente, essendo P una matrice del gruppo di Lorentz, abbiamo che

p-x=px=(Pp)-(Pzx)=q- Pz (B.2.76)

15 A priori le fasi per la particella e per la antiparticella possono essere considerate come
indipendenti, visto che riguardano entita differenti. Comunque, poiché i campi ¢ e ¢
contengono entrambi gli operatori sia di particella che di antiparticella, solo un preciso
legame fra le due fasi potra consentire di giungere a leggi di trasformazione semplici per i
campi stessi.

6Come abbiamo gia detto, se imponiamo che P? = I allora abbiamo necessariamente
che eP = 41 = e~ P il caso in cui e"P = 1 corrisponde al caso scalare proprio mentre
quello in cui e?”? = —1 corrisponde al caso pseudoscalare.

7 Anche se indichiamo questa matrice con lo stesso simbolo P con cui indichiamo
I'operatore di parita, il contesto dovrebbe via via chiarire a chi ci stiamo riferendo.
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dove Pz = (20, —7).

Risulta quindi che

; d3 . ,
qu(x) p~l — e /2Eq(2qﬂ_)3 {a((j)e—zq-Px -f—bT((neZq'Pm} _

= e "IP §(Px) (B.2.77)

Quanto poi al campo coniugato ¢!, usando il fatto che operatore di parita
P ¢é unitario, avremo evidentemente che

P ¢l (x) P71 = "7 ¢l (Px) (B.2.78)

E’ banale dimostrare adesso che questa legge di trasformazione & com-
patibile con le regole di commutazione del campo. Come sappiamo, infatti,
Palgebra del campo scalare & definita univocamente dalle regole di commu-
tazione degli operatori di creazione e distruzione e gli unici commutatori non
nulli sono

a5, (@] = [b@,b1(q] = 2B, 87— @) (B.2.79)

D’altronde, sotto parita, gli operatori di creazione e distruzione di particella
e antiparticella restano tali, solamente si invertono i segni degli impulsi, cioé

p— =D 7——q (B.2.80)

Siccome pero la funzione § ¢ una funzione pari, risulta subito evidente come
la simmetria di paritd conservi la struttura canonica dell’algebra del campo
scalare.

Quanto poi alle equazioni del moto, evidentemente se i campi ¢(z%,7) e
o' (20, &) soddisfano I'equazione di Klein-Gordon, allora anche i campi

op(z) = op(a®,—7) = e P ¢(x) (B.2.81)
o) = ob(a®,~F) = " ¢f () (B.2.82)

soddisfano quella stessa equazione poiché
P: d— 9, (B.2.83)

e dunque il D’Alembertiano non cambia per parita.

Questo stesso risultato relativo all’invarianza delle equazioni del moto per
parita puo essere altresi ottenuto formalmente e, a questo scopo, verifichiamo
direttamente che la simmetria P definita sopra é effettivamente conservata
dalla dinamica libera del campo scalare carico.

Abbiamo infatti

z— Px=(2,—%) = 0§, « o"
P #(x) — e~ P ¢(Px) (B.2.84)
$1(x) —» ¢ g (Pr)
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L’invarianza in valore della densita lagrangiana
L(z) = (Oup(@)) (061 (2)) = m? 6(x) o' () (B.2.85)

implica che

£(x) L5 Lp(Pr) = (0"6(Px)) (90! (Px)) —m? 6(Px) of (Pz)  (B.2.86)

ovvero implica l'invarianza in forma della trasformazione di parita della
lagrangiana libera

L(z) L5 Lp(Px) (B.2.87)
Venendo all’azione di P sulla densita della quadricorrente, essendo
JH(z) =i [(0"6(x)) ¢f () - (0" (x)) o(a)] (B.2.88)
visto che
p(x) — e P §(Px);  Hl(x) = M7 ¢T(Px); 0, < 0" (B.2.89)

risulta

JH(x) = i [(0u6(Px)) 61 (Px) — (0,61 (P)) 6(Pa)| = Ju(Px)  (B.290)

come & ragionevole attenderci per una entita quadrivettoriale!®.

8Come dimostreremo formalmente, lo stesso accade anche per il campo quadrivettoriale
A, (x) che media l'interazione elettromagnetica.
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Time reversal

Per definire 'operatore di time reversal T per il campo scalare carico,
ricordiamo che siamo in assenza di spin e quindi gli autostati dell’'impulso
costituiscono una base. Evidentemente, sotto T ci aspettiamo che I'impulso
spaziale cambi di segno, per cui

Tla(p) > = €7 |a(—p) > (B.2.91)
Th(p) > = e |b(-p) > (B.2.92)

dove €7 &, di nuovo, un fattore di fase a priori arbitrario.

A prima vista, dal confronto con le (B.2.69)-(B.2.70), potrebbe sembrare
che le definizioni di P e T individuino la stessa trasformazione, cosa che,
ovviamente, non avrebbe senso.

Il punto da tenere presente é che, mentre P & un operatore unitario, nel caso
di T esso ¢ antiunitario®®.

Vediamo pit in dettaglio.

Partendo dal fatto che, come gia detto

la(p) >= ol (F|Q >; b(p) >= bl (7] > (B.2.93)

e avendo assunto ancora che lo stato di vuoto |2 > sia T-invariante, conclu-
diamo che

Ta'(P)T~' = e al (—p) +— Ta(P)T ' =e a(—p) (B.2.94)
IO (P)T ! = e~ "7b1 (—p) +— Th(P)T ! = "7 b(—p) (B.2.95)

dove abbiamo usato anche il fatto che T & antiunitaria2’.

19Se cosi non fosse, non potrebbe descrivere una simmetria esatta gia nel caso della
prima quantizzazione.

0S¢ prendiamo, infatti, aggiunto di entrambi i membri delle (B.2.94) e (B.2.95),
otteniamo

(T Ha(@T" = e "Ta(—p) (B.2.96)
T H@EHT" = eb(—p) (B.2.97)

e se T fosse unitario, non avremmo esitazioni ... ma T & antiunitario... Ricordiamo allora
che, per un operatore antiunitario A, dati comunque i vettori |¢ > > e |1 >, risulta

< Al >=< ¢|AT > (B.2.98)
e quindi, nel caso di 77!, si ha
ST gl >=< ¢|(T7 )y >" (B.2.99)
ma
ST ol >=< T'Q|(T™ )Ty >=< [T >" (B.2.100)

e dunque, per l'arbitrarieta di ¢ > e | >, confrontando la (B.2.99) con la (B.2.100), si
conclude che é ancora

(T Hf =1 (B.2.101)
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Il fatto, comunque, che le leggi di trasformazione degli operatori di crea-
zione e distruzione del campo scalare sotto 1" siano formalmente le stesse
che nel caso della parita P ci consente di concludere immediatamente che
I'operatore T risulta senz’altro comnpatibile con I’algebra del campo, cosi
come sappiamo accade per 'operatore di parita P.

Ma vediamo adesso cosa succede a ¢ e ¢ sotto T.

Ripartiamo per questo dalla nota decomposizione spettrale

- d*p —ipP204ip. 7 ipQa0—ip-@
QZ)(SUO,.T) = / W {a(ﬁ)e P +p + bT(ﬁ)e p P } (B2102)
p

e usando le (B.2.94) e (B.2.97), nonché tenendo conto del carattere antiuni-
tario di T, otteniamo

To(°, )T~ =

. d3p - 0.0 o o - 0.0 o o
— o UT _ P T’ —ip-T T —ip°x” +ip &
— e /2Ep(27r)3 {a( Pe + b (—p)e } (B.2.103)

Cambiando variabile di integrazione e ponendo ¢ = —5 (= ¢° = p°) si ha

allora che
T, 5)T =
; d3q 0(_ 0 iz 0(_ 0y iz
— o—inT —ig” (—a”)+iq-Z T ig°(—2%)—igT | _
e /2Eq(27r)3 {a(cj)e +0'(q)e }
= e 7 p(—2% &) = e T ¢(Tx) (B.2.104)

dove si & posto?!, per comodita di notazione e in analogia con quanto gia
fatto per la parita

Tz =T(2°,2) = (—2°, @) (B.2.105)
Analogamente poi per ¢ risulta
Te' (2%, Z) T~ = " 1 (Tx) (B.2.106)

e questi risultati, evidentemente, sono in perfetto accordo con quanto pote-
vamo attenderci sulla base dell’analogia classica.

A questo punto é opportuno tornare sulla questione della compatibilita di
T con le regole di commutazione, che abbiamo prima accertato sulla semplice
base dell’identita formale con P delle trasformazioni sotto T' degli operatori
di creazione e distruzione del campo.
Bisogna ricordare, come gia detto, che, a differenza di P, T' é antiunitario: la
conclusione tratta sulla base dell’analogia con P risulta corretta solo perché
i commutatori?? fra gli operatori di creazione e distruzione sono comunque
reali.

2lE’ evidente che la matrice T, che descrive lazione della trasformazione sul
quadrivettore x é semplicemente 'opposto del tensore metrico g.
22 Abbiamo visto che, per il campo scalare, le regole di commutazione canoniche si
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traducono nella relazione

[6(2), 6" (v)] =i Az — y;m) (B.2.107)

dove

iA(z;m) = ﬁ /d4q 8(¢> —m?)e'”* [@(qo) - 9(—q0)] (B.2.108)

Sotto T', per quanto visto sopra, abbiamo
T [¢(z),¢' ()] T7' = [¢(Tz), " (Ty)] (B.2.109)

quindi la compatibilita di T son le regole di commutazione del cmpo si traduce nel fatto
che deve risultare

TiA(z;m)T™ " =i A(Tz;m) (B.2.110)
ovvero che la quantita (si ricordi che T' & antiunitario)

1
(2m)?

/d4q 8(¢° —m?) e "* [@(qo) - @(fqo)] (B.2.111)
deve essere uguale alla quantita

ﬁ /d4q 6(q* = m?) "™ [0(¢") — 6(=¢")] (B.2.112)

Quanto alla (B.2.111), dalla definizione evidentemente si ha

1 —iqz .
@ /d4q 5(q> =m?*) e [0(¢") — O(=¢")] =i A(=zm) (B.2.113)
e poiché la funzione A é dispari, abbiamo
1 —iqz .
@y /d4q 5(¢> —m?)e " [@(qo) — 9(—q0)] =iA(—z;m) =

= —iA(z;m) = ! - /d4q 5(¢* = m?) ' [0(¢°) — O(—¢")] (B.2.114)

@

Venendo alla (B.2.112), poiché risulta evidentemente che

a(Tz) = (T'q)z (B.2.115)
ecco che ponendo p = Tq = p° = —¢°, abbiamo
1 /d4q 5(q2 . m2)eiq(Tz) [e(qo) . @(_qo)} _
(2m)?
(zjr)g /d4q 3(¢* =m*) T [0(4") —6(—¢")] =
(271r)3 /d4p 5(p* —m?)e™* [0(-p°) - 0(p")] = —iA(z;m) (B.2.116)

per cui resta dimostrato che la (B.2.111) e la (B.2.112) coincidono e dunque ¢ cosi dimo-
strato in modo diretto che la trasformazione di inversione temporale 1" & compatibile con
I’algebra del campo. Si osservi ancora una volta che, per giungere a questa conclusione, é
stato necessario usare il fatto che T' & antiunitario.
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Occupiamoci adesso di vedere se T é una simmetria conservata nel caso
del campo scalare carico libero.
La trasformazione ¢é tale per cui

z— 2 =Tx s p=Ta
T: ¢(x) = or(a’) = e ¢(x) & o(z) = or(a’) (B.2.117)
¢l (z) — e ¢t (z) & ¢l(@) = e el (a))

Quanto alla densita lagrangiana, I'invarianza in valore ci garantisce che,
essendo quella del campo scalare carico libero data da

L(z) = (0u0(x)) (961 (2)) = m?6(x)o! () (B.2.118)

risulta (i fattori di fase, evidentemente, si compensano ...)

Lr(a') = (Ouor(@)) (0"6h(2)) = m*6r(z)o}(z')  (B.2119)
D’altronde, evidentemente
T: 8, —0* (B.2.120)

per cui abbiamo infine che
L) = (9"or(2)) (9,00()) = m2ér(@)el(x))  (B.2.121)

ovvero la densita lagrangiana ¢ invariante in forma sotto T' e dunque ¢ e ¢
hanno la stessa dinamica, per cui 7', che abbiamo gia visto essere compatibile
con l'algebra del campo, risulta essere una simmetria esatta per il campo
scalare carico libero.

Consideriamo ora una grandezza di grande interesse quanto al suo modo
di trasformarsi sotto 7', cioé la corrente associata al campo scalare carico.
Dimostriamo che

TJMz) T = J(Tx) = Ju(2) (B.2.122)

Ricordiamo per questo che la densita di corrente associata al campo scalare
carico ¢ data da

T (x) =i [(0" () o' (x) — (0”6 (@) $(w)] (B.2.123)

e in base a quanto visto sopra, abbiamo (di nuovo i fattori di fase si com-
pensano...)

TI@)T™ = =T [(9"6(x)) 6'(2) — (0”61 (2)) o(a)| T =
= —i[(0"To()T") Tl (2)T~! = (9761 (2)T") To(a)T~| =

I
|
.
S
=
=
~
=
<
l
~
=&
|
—
)
=
<
>
N~
=
~
=
~
=
Il

= i[(9.0)) 6'@) = (9,6'(@)) 6(@")] = Jul@')  (B.2124)
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dove, nell’ultimo passaggio, abbiamo fatto uso della (B.2.120).

Mostriamo infine una differenza interessante relativa al comportamento
sotto inversione temporale della funzione d’onda di una particella scalare e
del campo scalare stesso.

Per la funzione d’onda vedemmo a suo tempo che

T: Y(&,t) = Pr(Z,t) = ™ (7, —t) (B.2.125)

mentre per il campo scalare abbiamo visto che, a parte il fattore di fase
inessenziale, risulta

To(Z, )T = ¢p(Z,t) = ¢(Z, 1) (B.2.126)

mentre avremmo potuto aspettarci che, per analogia con la (B.2.125), al
secondo membro della (B.2.126) ci comparisse, piuttosto, il campo o ..
Non c’e, naturalmente, nessuna contraddizione.

Per rendercene conto consideriamo uno stato di singola particella di impulso
definito p. Esso sara individuato dal vettore

7 >=al(p)|Q > (B.2.127)

Ma qual ¢ la sua funzione d’onda ?
Come sappiamo, essa ¢ data semplicemente da

(T, 1) =< Q|o(Z,1)|F >=< Q|o(F, t)a’ (§)|Q > (B.2.128)

Consideriamo allora la funzione d’onda dello stato T'|p" >: evidentemente
avremo

Ur(Et) = <Qb@ O)Tal (9)|Q >=< QTT ' ¢(Z, t)Tal (9)|Q >=
= < TQTT ¢(Z t)Ta' (P)|Q > (B.2.129)

dove abbiamo usato nell’ultimo passaggio il fatto che il vuoto |2 > & T'—invariante.
Ma T ¢ antiunitario e quindi

Yr(#,t) = <TQTT ¢(&, t)Tal (p)|Q >=
= <QIT'e(@ t)Tal(p)|Q >* (B.2.130)

D’altronde si ¢é visto che, a parte una fase inessenziale, risulta
To(Z, )T~ ! = p(Z, —t) (B.2.131)
e dunque

T (2, —t)T = ¢(Z, 1) (B.2.132)
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OVVGI’O23

T 'o(Z,t)T = ¢(Z, —t) (B.2.133)
per cui, sostituendo, ecco che risulta
Ur(T,t) =< Q|o(Z, —t)a' (§)|Q >*= ¢* (&, 1) (B.2.134)

in accordo con quanto ottenuto in prima quantizzazione.

238i ricordi che nel caso scalare T2 = I e dunque T = T,
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B.3 Campo scalare neutro

Il campo scalare neutro di massa m ¢ un campo scalare autoaggiunto tale
per cui abbiamo

¢(z) = ¢'(z) (B.3.135)
L(z) = (0.0)(0"¢) —m*¢* = (O+m?)p=0 (B.3.136)

La sua rappresentazione spettrale in termini di operatori di creazione e
distruzione ¢ la seguente

3
¢(x)zi &’p

2m)? ) 2B, {a@)e™™ +dl (e} (B.3.137)

la quale mostra esplicitamente come, in questo caso, non ci sia distinzione
fra particella e antiparticella ovvero, come talvolta si dice, la particella e
I’antiparticella coincidano.

Le regole di commutazione per gli operatori di creazione e distruzione restano
le stesse che nel caso carico e 'unico commutatore non nullo ¢ il seguente

[a(ﬁ, a*(cjﬂ = (21)°2E, 6°(F — ) (B.3.138)
mentre, quanto al campo, abbiamo adesso che

[6(2), ¢(y)] = i AT — yym) (B.3.139)

Coniugazione di carica

A prima vista potrebbe sembrare che la coniugazione di carica C' non
debba avere alcun effetto sul campo ¢, visto che esso descrive un campo
scarico. Pero, come adesso vedremo, in generale non é cosi.
Riprendiamo quanto visto nel caso carico. E’ facile convincersi che 1’azione
di C sugli operatori di creazione e distruzione sara, a priori, la seguente

Ca (PO =emal(p) o Ca(@C'=eMCa(p)  (B.3.140)

dove la condizione C? = I, che non aveva conseguenze sulla fase ¢ nel
caso carico, adesso implica che

ec = +1 (B.3.141)
e dunque risulta

Ca'(P)C==4a'(p) & Ca(p)C~t = +a(p) (B.3.142)



166 APPENDICE B. APPENDIX: C, P, T SUI CAMPI QUANTIZZATI

Quanto al campo, abbiamo quindi che?*

3 . .
Co(z)C™t = C (er)g SEZ {a(ﬁ)e*”’x +aT(ﬁ)em} c! =
3
= (271r)3 ;EZ;C {a(ﬁ)e—ipx + aT(ﬁ)eipx} o1 =
3 . .
= :l:(27lr)3 / SEZ {a(ﬁ)e_”’x + aT(ﬁ)eW} =+¢(x) (B.3.143)

Infine, sulla base di quanto visto nel caso carico, é poi piuttosto evidente
che, anche in questo caso, C risulta essere una simmetria conservata dalla
dinamica libera campo scalare neutro.

Parita
Come nel caso carico, avremo

Pal(p) P~' = "7 al (—p); Pa(f) Pt =e P a(—p)  (B.3.144)

con €"P = 41,
Ripetendo i calcoli visti nel caso carico, otteniamo adesso che?®

Pp(z)P~! = £¢(Px) (B.3.147)

dove il segno positivo caratterizza le particelle propriamente scalari mentre
quello negativo si riferisce alla particelle pseudoscalari.

Infine, ripetendo quanto gia visto per il campo carico, risulta poi facile con-
vincersi che la simmetria di parita cosi definita é conservata dalla dinamica
libera del campo.

248i osservi che la fase, in questo caso, deve essere la stessa per a(p) e a' (p) se vogliamo
che C possa operare in modo ragionevole. Questo significa che la fase deve essere reale e
dunque, di nuovo, non potra che essere uguale a 41, confermando C? = I.

ZPonendo infatti, al solito

q=Pp=P0°,p) =", -P); Pz = P(2", ) = («°, - &) (B.3.145)
ecco che risulta

1

Po(z)P™" = p[Lr

2F,

/
/

{a(ﬁ)e_ipz + aT(ﬁ)eim} Pl =

2E,
&’q
2E,

{a((j')e_iqu +a (cj’)eiqu} = +¢(Px) (B.3.146)
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Time reversal
In stretta analogia con quanto visto nel caso carico, possiamo attenderci
che

Ta'(p) T~ = e"mal (—p); Ta(@) T = e ™ a(—p) (B.3.148)

e poiché T ¢ antiunitario, risulta comunque 7% = I qualunque sia la fase e
Pero, se vogliamo che T" operi in modo sensato sul campo ¢ che contiene sia
gli operatori a(p) che i loro aggiunti af(p), & necessario che essi prendano,
sotto T', lo stesso fattore di fase. Ne segue che esso deve essere reale per
poter coincidere con il complesso coniugato e dunque deve aversi

et = 41 (B.3.149)
Abbiamo cosi che, posto?®
Tz =T(z°, %) = (—2°, 1) (B.3.150)
risulta
1 d3p ' ;
T T—l it —ipx T ipx T—l _
o(x) g T/ ag, {a@e™ + dl@)e}
1 d®p , ,
o “ P _ ipx T —ipx | __
= anp /2Ep {a(=per +al(=perr} =
1 d3q . .
_ “q —iqTx T iqTx | __
~*%5 | 25, {a(@e " + af(@)e' "} = +£o(Tx) (B.3.151)

Come nei casi precedenti poi, anche I'operatore T' cosi definito risulta essere
una simmetria conservata dalla dinamica libera del campo.

26 Anche per T usiamo lo stesso simbolo per 'operatore di time reversal e per la matrice
del gruppo di Lorentz (esteso) che cambia il segno della componente temporale e lascia
invariato quello delle componenti spaziali. Il contesto dovrebbe evitare possibili confusioni.
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B.4 Campo vettoriale massivo carico

La dinamica libera del campo vettoriale massivo carico W,(z) e del suo
aggiunto Wg(x) é retta, come abbiamo visto, dalla densita lagrangiana

1
L(x) = S F"El, —m*WIW; m#0 (B.4.152)

dove
E, =o,W, -90,W, (B.4.153)

Dalla (B.4.152) seguono le leggi del moto per i campi W, e W;[

(O+m*W, =0; MW, =0 (B.4.154)
(O +m*)W, =0; Wi =0 (B.4.155)

Se scegliamo polarizzazioni lineari per le quali risulta

T i T

H(rp) = B &(r0) = B = (il o+ mé%) (B.4.156)

= €'(r,p) = —eu(r, —p) (B.4.157)

le decomposizioni spettrali (cfr.(2.3.127)-(2.3.128)) dei campi sono le seguenti

WhH(z) = i/d?’p [A(r P) e*(r,p) e" " + Bi(r,p) e (r ﬁ)eim} (B.4.158)
— 2E,(2m)3 ’ ’ ’ ’

Wit(z) = i/d‘?p [B(r P) e (r,p) e + Al(r,p) e (r ﬁ)eipx} (B.4.159)
2 | 2B, 23 17 ’ ’ ’

e valgono le regole di commutazione (le altre sono nulle) che seguono

A(r,p), AY(t,@)] = [B(rp), B'(t,@)] = 2B, (27)° 6. 8°(5— @) (B.4.160)

Al posto delle polarizzazioni lineari puo essere utile usare le polarizza-
zioni circolari, che, come sappiamo, individuano direttamente i valori delle
componenti z dello spin lungo ’asse di quantizzazione z.

Come sappiamo, in termini delle polarizzazioni lineari di cui sopra, quelle
circolari sono definite da (cfr.(2.3.146))

o) = F 5 (LA L PQP )= ¢EH (B

ovvero
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3
62‘3)(5)=;%r6’*(r,m = i) = ZV e (r,p) = ZvTeMm (B.4.162)

An@ = TILVIArD) < Al (0) = S0 VEAT(rp) = X Ve Al ()

- - (B.4.163)
B(s) (p) = 73:1 VrTsB(r,ﬁ) A B(Ts) (p) = E§=1 VrtsBT(raﬁ) = 27?3:1 VSTAT(r,ﬁ)

dove le matrici unitarie V e V1 sono date da (cfr.(2.3.150))

1

1 i 1
v A () e
v={ 0 o 1 & Vi=| Lo & (B.4.164)
2 2 0 0 1 0
Per questi quadrivettori di polarizzazione, abbiamo (cfr.(2.3.148) e (2.3.149))
(@) =@ (G@) =@ (BL16))
mentre risulta, per qualunque s = £1,0
é’(‘s)(—ﬁ) = —E&s)u(P) (B.4.166)

La rappresentazione spettrale dei campi W# e W*# in termini di queste
polarizzazioni ha la struttura solita, ovvero

+1 3 .
Wh(z) = SZ_:lejé))[ W@ @ e + BL @@ ] (Bal6r)

1
+ d3

wht(z) = Z_lmé’)[B(s (e @) e ™ + Al (@) F) ™| (BA16S)

e, poiché si passa dalle polarizzazioni lineari a quelle circolari attraverso una
trasformazione unitaria, anche le regole di commutazione per gli operatori di
creazione e distruzione che compaiono nelle (B.4.167) e (B.4.168), espressi
dalla stessa trasformazione unitaria (cfr.(B.4.163)) in termini degli operatori
di creazione e distruzione introdotti con le polarizzazioni lineari, restano le
stesse (cfr.(2.3.159)), ovvero

[A(@), Aly(@] = [Bo@, Bl (@] = 2B, (27)* 6:6*(F—q)  (B.4.169)

Infine, dall’evidente invarianza in forma della densita lagrangiana (B.4.152)
per trasformazioni di gauge di prima specie, via teorema di Noéther, la
densita di corrente (cfr.(2.3.126)) conservata che ne consegue ¢ la seguente

o= —ilewywi - @ Wi (B.4.170)
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Coniugazione di carica
In analogia con quanto visto per il campo scalare carico, definiamo 1'o-
peratore di coniugazione di carica C' in modo che

® esso sia unitario,

e mandi lo stato di particella (A) in quello di antiparticella (B) e vice-
versa,

e mantenga lo stesso valore dell’impulso,
e non cambi lo stato di polarizzazione,
e sia tale per cui C2 =1

Dunque, assumendo per concretezza polarizzazioni lineari (ma nulla cambia
nel caso di polarizzazioni circolari !), sara

Clrp>a = €%|r,p>p (B.4.171)
Clrp>p = € "|rp>a (B.4.172)

Considerando, al solito, lo stato di vuoto |€ > come C-invariante, abbiamo
quindi

Clr,p>a=C A (r,p)|Q >=C Al (r,p) O~ Q> (B.4.173)
mentre, per definizione, é
e |r, > p= €M Bl (r, p) | > (B.4.174)
per cui deve aversi che
C Al(r,p) 0! = e™Mc B (r, p) (B.4.175)
la quale implica che, essendo C unitaria, sia
C A(r,p) C~t = e~ B(r, p) (B.4.176)

e, se vogliamo che il campo si trasformi in modo accettabile, avendo richiesto
che C? = I e dunque C = C~!, avremo anche che

C Bi(r,p) C~t = e~ Al(r, p) (B.4.177)
C B(r,p) C~' = € A(r,p) (B.4.178)

Risulta cosi che

CW,(z)C™ =

3 3
— & —ipx ] * ipx -1 _

3 3
—q d D » |
= " | op o 1B TR
) 7’1/ 2B, (2m)3 { (r,9) €u(r,p) e + Al(r,p) €, (r,p) e }

= e oW (x) (B.4.179)
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e analogamente abbiamo che

CW)(z)C™' = €W, (x) (B.4.180)

Poiché nel caso di polarizzazioni circolari gli operatori di creazione e
distruzione si esprimono in termini di quelli introdotti nel caso di polarizza-
zioni lineari attraverso le matrici V e VT (cfr.(B.4.163)) nello stesso modo
per particella e antiparticella, abbiamo

CAG@C™ = e By@); CAL @ C™ = e B (p)

- - _(s) e (B.4.181)
CBy@C™ = Ay, C B(i) HC™ = e AL ()

Venendo infine alla densita di corrente, risulta
) = —i|@ W)Wl - (@ whw]
5 CJM@) O = i (W)W, = (0 W) W] = —JM () (B.A4.182)

mentre possiamo certamente concludere che c’é invarianza in forma sotto C'
della lagrangiana e dunque sul fatto che questa simmetria é conservata dalla
dinamica libera del campo vettoriale massivo carico.
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Parita

Alla trasformazione di parita P richiediamo che

e essa sia unitaria,

rispetti gli stati di particella e antiparticella,

rispetti lo stato di spin,

inverta il segno dell’impuslo spaziale,

sia tale che P2 = 1.

Conviene usare la rappresentazione in termini di polarizzazioni circola-
ri: sulla base delle richieste di cui sopra definiamo P sulla base di singola
particella/antiparticella in modo tale che

Pls,p>a=%|s,—D >4 (B.4.183)
P|S,]7>B: :HS, —p>B (B.4.184)
dove s = —1, 0, 1. Quanto alle parita intrinseche, ovvero alla scelta del segno

+ nel secondo membro delle (B.4.183) e (B.4.183), se vogliamo che il campo
si trasformi in modo accettabile sotto P, occorre solo che esse siano uguali.
Consideriamo ora il caso della particella (quella dell’antiparticella ¢ identico):
abbiamo che

Pls,j>a =P Al (90> = PA] (7)) P72 > (B.4.185)

dove abbiamo assunto, al solito, che lo stato di vuoto |2 > sia P-invariante.
Siccome

5,7 >a = Al (=PI > (B.4.186)
sulla base della (B.4.183) definiamo®7 allora (P ¢ unitaria ...)

PAL () P~ = +A] (—p) = PAu@) P = +Ay(—p) (B4.189)
PB(p) P~ = +B[,(—p) = PBy(p) P~ = +B(,(-p) (B.4.190)

2"Dato il legame fra gli operatori di creazione e distruzione nel caso di polarizzazioni
circolari e nel caso di polarizzazioni, questa definizione implica che

PA(r,p) Pt = +A(r,—p) = PA'(r,p) P~' = +A'(r, —p) (B.4.187)
PB(r,p) P~ = +B(r,—p) = PB'(r,p) P~" = £B'(r, —p) (B.4.188)
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Per quanto riguarda i campi, abbiamo dunque che

P P = Z /2E 27)3 A (P) &y @) ™™ + Bl () &) ™| Pt =
:Sz_:l/zEp(;r)S [szl(s)(ﬁ?P‘ L@ e + PBl (5 P! (meipgg] _

+1 3 ~ ‘
:i;_:l/wj(gw)f% [A(s)(—me (B)e™™" + B, (=0 &l () e”’ﬂ (B.4.191)

Poniamo ora, al solito

¢ =" =0’ -p) =Pp (B.4.192)
P K - (Pp)- (Pz)=q-Pr=q- o' (B.4.193)
q b; 2F, 2Eq’ b p p q q
dove
Pr= (2" -7) =4 (B.4.194)
Vista anche la (B.4.166) secondo la quale € e o (7P) = —€(5)u (D), risulta quindi

+1 3
- E d’q A pt —iq-Px 0 ~k iq-Px
PPt = 1/2Eq(27r)3 @ ey (e + Bl @ (-per™] =

+1 e i | ) |
-7 Zl / m}ﬁ [A(s)(® g“(s) (‘7) et + B(Ts)((D gZ(S) (‘7) 62q.P$} -
+1 d3 3 . .
- Zl/ QEq(QqW) [ (@) € (D e Tt s)@) €us)(@ e : } -
= FWula') = FWa(Pr) (B.4.195)

e analogamente abbiamo
PW(z) P~ = xWi(2') = ¥W}(Px) (B.4.196)

Si parla di campo vettoriale in senso proprio se PWH(z) P~ = W,(Pxz) e
di campo pseudovettoriale quando P W*(z) P~! = —W,(Px).
Il primo caso corrisponde alla scelta del segno —1 nelle (B 4.183)- (B.4.184),
mentre il secondo alla scelta del segno +1 (parita intrinseca).
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Venendo infine alla densitd di corrente associato al campo vettoriale
massivo carico, risulta

Ty = =i |@ Wy Wi - (0wl W]
E— (3W”<m>> W) - <8wi<x>) W”(x)]

xy xy

x'® a/h
= Ju(2") = J,(Px) (B.4.197)

£y (Do) i) - (o)) ] -

Quanto all’invarianza in forma sotto P della lagrangiana, essa risulta piut-
tosto evidente e dunque anche questa simmetria discreta € conservata dalla
dinamica libera del campo vettoriale massivo carico.
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Time reversal
La trasformazione di time-reversal T', per quanto gia sappiamo, dovra

e essere antiunitaria,
e rispettare gli stati di particella (A) e antiparticella (B),

e invertire il segno sia dell’impulso spaziale che delle componenti dello
spin,

e soddisfare la condizione T2 = I visto che abbiamo a che fare con
particelle di spin intero.

Per capire meglio quale dovra essere ’azione esplicita di T sugli operatori
di creazione e distruzione del campo, é opportuno usare le polarizzazioni
circolari poiché esse individuano direttamente i valori delle componenti z
dello spin lungo I'asse di quantizzazione z, le quali dovranno essere rovesciate
da T. Abbiamo (cfr.(2.3.157) - (2.3.158))

1
+ d3

p ~ 1 —ipx ~% o1l ipT
Wh(x) = — &' (D) A5 (P) e T + E1(p) B\ (p)e® B.4.198
@ = ¥ 55 @y & () A () ) Bl ) em| )
+1 d3p ~ B ) . - )
whiz) = Y W{e’(‘s)(ﬁ)B(s)(ﬁ)e_W + &8 Al @) ] (B.4.199)
s=—1 p

Consideriamo dunque, per esempio, uno stato di particella avente impulso
spaziale p'e componente z dello spin uguale a s, ovvero

s >a= Al (9) 10> (B.4.200)
Per quanto detto sopra, dovra accadere che
Tlp,s >4 = |—=D,—s >a (B.4.201)

Se vogliamo che il campo WH(z) si trasformi sotto 7' nel modo che ci

suggerisce il caso classico, ovvero®®

WH(z) — —W,(Tx) (B.4.202)

dobbiamo definire I'azione di T" sugli operatori di creazione e distruzione te-
nendo presente anche il suo effetto sui vettori di polarizzazione, visto che T’
& antiunitaria.

%8Nella (B.4.202) indichiamo con Tz il quadrivettore (—z°,Z). T ¢, in questo caso, la
matrice del gruppo di Lorentz T' = —g dove g ¢ il tensore metrico e non &, ovviamente,
l'operatore T che agisce nello spazio di Hilbert degli stati, anche se usiamo lo stesso
simbolo.
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Consideriamo a questo proposito il termine 2_ Et"s) (P) fl(s) (p) che com-
pare nello sviluppo del campo W#(x). Abbiamo

1

1
T{ > e@)<m<s><m}T—1= S T AT =

s=—1 s=—1
1 ~
=Y G DT AP T =

s=—1
1
== > (e (DT Ay@) T~ =
s=—1
1
== > (=1)7 &) (D) TAony() T (B.4.203)
o=-—1

dove abbiamo usato la (2.3.148) e la (2.3.149) e quindi abbiamo cambiato
variabile muta di somma da s a 0 = —s.

Affinché il risultato ottenuto possa rappresentare la prima parte dello svi-
luppo del campo, & necessario che la variabile di spin e quella dell’impulso
spaziale che compaiono come argommento del vettore di polarizzazione, com-
paiano nello stesso modo come argomento dell’operatore A e che Pespressione
non contenga altre quantita dipendenti dallo spin o dall’impulso.

L’azione di T dovra dunque essere tale che?

T AT =€ (1) Ay (—p) (B.4.204)

dove la fase e"7 | a causa del carattere antiunitario di T, & a priori arbitraria
e comunque risulta inessenziale.
Definiamo dunque

TAHT " =™ (-1)° A (-p) (B.4.205)
TAG@) T =e ™ (=1)* A_y(—p) (B.4.206)

Per I'antiparticella, tenendo conto dell’osservazione gia fatta nel caso di C
circa il fattore di fase, sara allora

T Bl )T =e™ (=1)° B_,(-p) (B.4.207)
T By(p)T~" = € (—1)° B_g)(—P) (B.4.208)

29Gi osservi che, coerentemente con quanto richiesto a T, la definizione a cui siamo
pervenuti cambia effettivamente il segno sia dell’impulso spaziale che della componente
dello spin lungo l'asse di quantizzazione.



B.4. CAMPO VETTORIALE MASSIVO CARICO 177

Per il campo WH(x) (cfr.(2.3.157)) sara quindi
W =T Z /2E 275 (Elo P A (P) e &5 () Bl () ™| T =
= P ipx 1pT —1
-y /WT el (VAo () + &) Bl ] 7 =
N Z /2E [EHT A (@)T ™ e™ + & ()T Bl R T~ e ] =
= 322_1/2Ep(§71') ~*M (ﬁ)( ) s)(im e + g?S)(ﬁ) (*1)832*5)(*@ 6_@31 -

+1 3
—i d°p . - .
= e YT —1)° **“ px cH T _ —ipx
=c _§i (=1) / 5 Ep(%) BB A (=P) ™ + &\ (5) Bl (~p)e ™| (B.4.209)
Cambiamo adesso la variabile di integrazione, ponendo

q= (qou q_> = _Tp = _(_p07 ﬁ) = (pov —ﬁ) (B4210)
dove T' = —g ¢é la matrice di Lorentz che abbiamo gia incontrato, tale che
Tx = (-2, ©).
Poiché evidentemente p-x =Tp-Tx = —q - T'x, abbiamo

3 ~ .
T = o 3 ) f g A @

s=—1
+ g’?s)(—@ BT, (q') equac} _
) +1 |
- s;1( / 2E, 27r (=1)" & S)M(_jA( s (@) e Te _
= ()7 €)@ B(T—s)(@) equﬂ =
) +1 d3q )
— _p T Zq ’
’ sz—:l/ 2Eq(27r) 8)M< _)A( 3)((7)6 +
+ g?_s)“(Q) BZ_S) ((j’) eiqTx:|
e dunque
TWHz) T = —e~ ™ W, (Tx) (B.4.211)
da cui anche

TWH ()T~ = - W)(Tx) (B.4.212)
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Per completezza vediamo adesso quale forma assume la Time Reversal
quando, invece delle polarizzazioni circolari, si usino quelle lineari.
Nel caso di polarizzazioni circolari, abbiamo visto che abbiamo

TflJr )(]5) T-1 = er (_1)8 A](Ljs)(_ﬁ)
s)(ﬁ) T_ = e—inT (_1)5 4 —5)(_]5)
TB%S)(@ T-1 = e~inr(—1) Bé[—s)(—ﬁ) (B.4.213)

TBy@ T = e (=1) B_y)(~7)
Come si ricorderd, il legame fra gli operatori di creazione e distruzione nel
caso di polarizzazioni circolari e lineari per gli stati di particella (lo stesso
accade per quelli di antiparticella) é il seguente

ZVTA (rnp) & Al ()= ZVt Al(r,p) = ES:VSTAT(r,ﬁ) (B.4.214)

dove le matrici V e VT sono cosi definite

1 7 1
i ! L () e
-% —5 0 0 1 0
V2 V2

Esplicitamente abbiamo quindi che

A0 =5 AT —iAlp)|: B
Al () = AT (3, 7 B
Al ) = 25 -4ty —iatep); B

BY(1,5) - iB'(2, )]

_BT(Lﬁ) B iBT(Q,ﬁ)} (B.4.216)

/:1( y(p) = 7[ (1,p) +iA(2,p)]; ?(—1)(@2%[3(1,5)+i3(2,@]
Aw) (D) = AB, p); B)(p) = B(3,p)
+1)(15> \/[ A(1,p) +iA(2,p)]; B(+1)(@:%[ B(1,p) +iB(2,p)]

da cui ricaviamo che

T AL @) =~ Al @) T = VeT (AT T = VR T AT L T

= e (1) [ Al (=0) ~ Al (=9)] =

= einr(—1) [—v/2A1(1, —m} = e \/2AT(1, —p)

= TAY(1,p) T~ = e AT (1, —p)

T4, () + A(H (7| T~ = VAT [~i Al p)| T = iv2 T AI(2, ) T =
= e (=1) |4l (-p) + A]_\(-p)] =
= emT(_l) _Z\[AT( ’_ﬁ)} =3 26i77TAT(27 —p)
= TAT(2,p) T~ = e AT(2, —p)

T Al

(0)(]7) T_l = TAT(?’am T_l = emTAT(?), —ﬁ)
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OVVero
T A r, )T~ = Al(r,—p); & TA(rp)T ' =e " A(r,—p) perr =1,2,3 (B.4.217)
mentre per I'antiparticella, nello stesso modo otteniamo

T B (r,p) T = e " Bl (r,—p); & TB(r,p)T ' =" B(r,—p) perr=1,2,3 (B.4.218)

Utilizzando questi risultati, ottenuti con le polarizzazioni lineari, risulta
immediato dimostrare le leggi di trasformazione dei campi W, e WJ, ovvero
la (B.4.211) e la (B.4.212), cioé

TWHa)T™' = —e "mW,(Tz) < TWHa)T ™' =—""W\(Tx) (B.4.219)

Abbiamo infatti (ricordiamo ancora una volta che le polarizzazioni lineari
sono reali e che vale la (B.4.157))

TWHa)T™! TZ/QE [ (r, ) A(r, §) 77" + e(r, §) B (r, p) €77] T7!
—Z/QE s [P T A D) T ™ 4 ) T B () T e =

— e—inr Z/ 2E EH ,r, ﬁ)A(T‘ _ﬁ) eipT +€,u(,r ﬁ)BT(T —ﬁ)e zpm} _

_ e—mTZ/ 2E Eu ’I" _@ A(T (7)6 ZqTx—i—E’u(T' —(7) BT(T @equﬂ _

- —e*“”Z / B s [ ) A DT 4 () B ) 7] =

_ —6_”7TWH( ) (B.4.220)

Veniamo infine alla quadricorrente definita dal teorema di Noéther in
relazione all’invarianza di gauge di prima specie della densita lagrangiana

JH(x) = =i [(0" W (2) W(z) — (0" Wi(@)) W"(z)]  (B4221)
Abbiamo

TIM@)T = T =i (W (2) W) — (0" Wi(2)) W ()|} 77! =

= KaTW”( o >TWj(x)T <8TWT( )T~ )TW”(:c)Tll =

Oz, oz,

= Z’K(f%(h)) WW(Txz) — (;WW(Tm)> W,,(Tx)] (B.4.222)
Tp

Ty
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Ponendo al solito

0 0
/: — (— 0 7 - =
=T =(—2",2) = dz, ET (B.4.223)
abbiamo cosi che
TJ) TV = —i 0 W, (') ) Wiv(2') — 0 W () W, («)| =
B ox'n ox'H v N
= Ju(2) = J,(Tx) (B.4.224)

Infine, quanto all’invarianza in forma sotto Time Reversal della densita
lagrangiana del campo vettoriale massivo carico, essa é piuttosto evidente
per cui possiamo concludere che anche la simmetria discreta T' che abbiamo
definito in precedenza é conservata dalla dinamica libera di questo campo.
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B.5 Campo vettoriale massivo neutro

La densita lagrangiana che descrive ’evoluzione libera del campo vettoriale
massivo neutro € estremamente simile a quella del campo vettoriale massivo
carico che abbiamo gia visto, essendo

1
L(w) = SF" Fuy — m? 7" 7, (B.5.225)

dove
m # 0; Zu(x) = Z}(x); Frv=09tz" —9"Z"  (B.5.226)

La legge di moto che si ricava dalla (B.5.225) & quella di Klein-Gordan, unita
alla condizione di divergenza nulla del campo, ovvero

(O +m?*)ZH(z) = 0; 0, Z"(z) =0 (B.5.227)

La rappresentazione spettrale di Z* in termini degli operatori di creazione
e distruzione riflette, ovviamente, sia il suo carattere autoaggiunto che la
condizione sulla divergenza nulla. Risulta

ZM(z) = ; / zEj(;):s [ (r,7) A(r, )e ™" + e (r,p) AT (r,p)e™*|  (B.5.228)

dove la condizione sulla divergenza del campo impone che
pu-€'(r,p) =0 (B.5.229)

da cui le sole tre possibili polarizzazioni indipendenti.
Nel caso di polarizzazioni lineari, come gia visto per il campo carico, abbiamo

e(r,p) = B(p), " (r,0) = (fn 5 + m(g’;m) (B.5.230)
p

Quanto alle regole di commutazione, le uniche non nulle sono fra A e Af
e risulta al solito

[A(r, ), AT(t,9)] = 2B, (27)*6,06(5 — @) (B.5.231)

dove 9,; indica qui la delta di Kronecker.
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Coniugazione di Carica

Poiché il campo Z* é autoaggiunto, particella e antiparticella non sono
distinte e dunque

Cr,p>=e"c |r, o> (B.5.232)
da cui, volendo che C? = I, segue che potra essere solo
ec = 41 (B.5.233)
Poniamo dunque che
CAN(r,p) 0t =xAT(r,p); < CArp)Ct==x(rp) (B.5.234)

dove abbiamo usato anche il fatto che, per ipotesi, C' sia unitaria.
Quanto al campo, abbiamo cosi che

CZMx)C™ =

3 3 ' |
) C{Z%/ T [E#(T’mA(T’@e_W*gﬂ(T@AT(T,ﬁ)eW}}C—l _

3 3
d’p w —1,—i * 1 -1 i
— Rl A ipx m A ipr| _
3 [ 35 [P C AP CT T 4 e C AT O ]
3 d3p . ; 4
— ) —ipx *L ipr| _
£ | 55 oy [P AC P ) A1)
= +7M(x) (B.5.235)

Risulta poi evidente I'invarianza in forma sotto C' della densita lagrangia-
na (B.5.225), per cui possiamo dire senz’altro che la coniugazione di carica
é una simmetria conservata dalla dinamica del campo vettoriale massivo
neutro.
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Parita
Per le ragioni gia espresse nel caso carico, la trasformazione unitaria P
che descrive la parita dovra essere tale per cui

Plr,p>==%|r,—p > (B.5.236)
e dunque, similmente al caso carico, sara
P AT (r,p) P~! = £ AT (r, —p) (B.5.237)
e conseguentemente, per 'unitarieta di P, sara anche
P A(r,p) P~ = FA(r, —p) (B.5.238)

Venendo al campo Z#(x), avremo dunque

{Z/ 2B 3 [0 P) A(r,B) e + € (r, p) AT (r, ) €77 } pPl=

= 23:/ 2E, (2 ) [6“(7’ P) P A(r,p) P~te™ ™" 4 (v, p) P Al (v, p) P 77| =
=5 [ g [0 Al =) e 4 M) A ] =

- ig / QEj(g;T)g (=) A, @) e 1 (r, —q) AT (r, @) 07| =

3 3
d°q —iaP . i - p
~ % [ st [0 A D 4 ) 4D ] -
= FZu(Px) (B.5.239)
dove abbiamo fatto la solita sostituzione di variabile di integrazione per cui
7=, 9)=Pp=@p’—p) = pr=p-x=Pp-Pr=q-Pr (B.5240)

Anche per la parita P definita sopra, risulta evidente 'invarianza in for-
ma della densita lagrangiana (B.5.225), per cui anch’essa ¢ una simmetria
conservata dalla dinamica del campo vettoriale massivo neutro.
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Time reversal
Questa trasformazione agira in modo del tutto simile a quella che aveva-
mo trattato nel caso carico, per cui avevamo (cfr.(B.4.217)) visto che

TA(r,p)T ' =e " A(r,—p);  TAN(r,p)T~' = Af(r,—p)  (B.5.241)

Nel caso del campo neutro, per via che A e A! entrano entrambi insieme
nella definizione del campo Z*, i due fattori di fase che devono essere uno il
complesso coniugato dell’altro, dovranno coincidere e dunque essere reali e
uguali a #+1 se richiediamo 72 = I (trattandosi di uno spin intero).

Dovra dunque aversi®?

TA(r,)) T~ =+ A(r,—p); TA (P T ' =+AT(r,—p)  (B.5.243)

Venendo al campo (si ricordi che T ¢ antiunitaria, che i quadrivettori di
polarizzazione sono reali e che se ¢ = Pz allora ¢ = —T'x essendo la matrice
di Lorentz T opposta al tensore metrico g che, come sappiamo, coincide con
la matrice che abbiamo indicato con P), abbiamo

T ZH(x)
3

- / 25, @ [P ACD T+ P Al ) } 71—

r=1

3
— Z/ZEj(;)?’ [ H(r,5) T A(r, ) T e + (r, §) T Al (r, B) T—leﬂ-pz} _

eﬂ(r P) A(r, —p) €% + é(r, ) Al (r, —p) e—ipx} _

= Z e”(r7 —q) A(r,q) e~ T | e (r, —q) AT(T, ) eiq-T:p} _
5 | |
=T / eu(ﬂ Q) A(r,q) e 7" 1 ¢,(r,q) Al(r, q) ezq-Tz] _
= Ful (B.5.244)

Risulta infine evidente anche in questo caso l'invarianza in forma della
densita lagrangiana (B.5.225) sotto T, per cui essa & senz’altro una simmetria
conservata dalla dinamica del campo vettoriale massivo neutro.

30Coerentemente con quanto abbiamo gia visto nel caso carico, I’azione di T sul generico
stato di particella dovra essere tale per cui

T |e" (r,p), 7 >= +| — eu(r,—p), =P > (B.5.242)
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B.6 Campo elettromagnetico

La dinamica libera del campo elettromagnetico, descritto mediante il quadri-
potenziale reale A*(x), come si & visto & descritta dalla densita lagrangiana

1
L(z) = 1 F' Fly; Fr =0lA” — 0" A, (B.6.245)

a cui occorre aggiungere la condizione di Lorentz.
In questo modo, le equazioni per il quadripotenziale diventano

gA* = 0; OuA" =0 (B.6.246)
Come gia osservato, le soluzioni piane di queste equazioni sono del tipo
N et ethe (B.6.247)
dove gli €” descrivono gli stati di polarizzazione e risulta
k' k, =0; ek,=0 (B.6.248)

Le polarizzazioni indipendenti di cui alle soluzioni (B.6.247) sono tre mentre
sappiamo che le soluzioni fisiche indipendenti sono due.

Il motivo é che la condizione di Lorentz non esaurisce I’arbitrarieta di gauge,
rimanendo, in generale, quella per cui

AP — A = AP — 9Py Ox =0 (B.6.249)

che, per le soluzioni piane di cui sopra si traduce nella possibilita di tra-
slazione della polarizzazione per una quantitda arbitraria proporzionale al
quadrimpulso

e — =€ + akt (B.6.250)

Nella gauge di Coulomb e usando le due polarizzazioni circolari corrisponden-
ti ai due possibili stati di elicita A = +1 (cfr.(2.4.264)), la rappresentazione
spettrale di A*(z) ¢ la seguente (E, = [p])

3
At(z) = gﬁjﬂ / wj(;)s [GM(A, P) a(\, B) e 4+ (N, p) al (A, ﬁ)em} (B.6.251)

Si tratta evidentemente di un campo autoaggiunto, quindi scarico, come si
addice al campo del fotone.
Gli unici commutatori non nulli, infine, sono i seguenti

[a(\, §), a(N, §)] = 2E, (27)® S 6 (5 — §) (B.6.252)
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Coniugazione di carica

Il campo elettromagnetico & un campo autoaggiunto e quindi non distin-
gue fra particella e antiparticella: il fotone e ’antifotone sono la stessa cosa.
Quanto alla coniugazione di carica C, ci aspettiamo quindi che

C|\p>=e"0 |\ p> (B.6.253)
e dunque, nell’ipotesi che il vuoto sia C-invariante, sara
Ca'(\,p)|Q >= e™c al (), p)|Q >
= e T\, P)|Q >= Ca'(\, ) C7LCIQ >= Ca' (N, p) CLHQ >

= Ca'(\p)C7L = e al (N, ) (B.6.254)
La condizione C? = I richiede che e¢ = +1 e delle due possibilita, occorre
scegliere pero e = —1 se vogliamo che C' resti una simmetria conservata

anche nel caso di interazione del campo con una corrente, visto che la densita
lagrangiana di interazione ¢ L;(x) = e J,(x) A*(x) e la densita di corrente,
sotto coniugazione di carica, cambia segno, per cui occorre che anche A*(x)
lo faccia e questo richiede ¢ = —1.

Possiamo dunque concludere, assumendo C' unitaria, che

Ca(\,p)C™ = —a(\ p); Ca'(\p)C~t=—a'(\p)  (B.6.255)
da cui risulta
CA*(z)C™1 =
) 2E,(2m)3

d3 —ipxz *[ ipx | _
= 3 [ 3,00 [ OP) Cathi) 407 (<) €] =
= —AH(x) (B.6.256)

Poiché l'azione di C si traduce in un semplice cambiamento di segno,
visto che la densita lagrangiana (B.6.245) é quadratica, siamo in presenza di
una simmetria che é conservata dall’evoluzione libera del campo.

Vogliamo infine osservare che, anche se fotone e antifotone sono la stessa
particella, questo non significa che C non abbia alcun effetto sullo stato di
fotone. Infatti quanto sopra abbiamo visto che ci dice che

CI\Np>=—|\p> (B.6.257)

e dunque su uno stato di n fotoni avremo
CIn fotoni >= (—1)"|n fotoni > (B.6.258)
Poiché l'elettrodinamica (QED) ¢ invariante sotto C', da questo fatto segue
in particolare che non possono esistere elementi di matrice, dovuti all’inte-

razione elettromagnetica, fra stati con un numero di fotoni pari e stati con
un numero di fotoni dispari: é il teorema di Furry.
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Parita
L’azione della parita P sul campo elettromagnetico vogliamo che risulti
coerente con la sua definizione classica, per la quale

At (z) L5 A, (Px) (B.6.259)

ovvero, visto che operiamo nella gauge di radiazione (gauge di Coulomb)
dove A%(z) = 0, vogliamo che

PAR ,2)P' = A", —-%) & PAYz)P'=—-AMPz) (B.6.260)

D’altronde

3 .
A (z) = gﬂjﬂ / w}i;)s [\ B) (A, ) €7 + (A, ) al (A, ) 7]

dove, per descrivere la polarizzazione3!, abbiamo scelto di usare gli stati di
elicitd definita A = 41 che, come sappiamo, é la proiezione del momento

31Ricordiamo qui brevemente le definizioni che abbiamo adottato circa i quadrivettori
che descrivono la polarizzazione.
Per completezza iniziamo dalle polarizzazioni lineari.
Per un fotone che viaggia lungo 'asse z, indipendentemente dal valore del suo impulso,
abbiamo

e (r) =(0,€x(r)); r=1,2 con €(1) =(1,0,0) e €.(2) = (0,1,0) (B.6.262)

mentre, se I'impulso spaziale del fotone & k= k(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos #) allora in termini
della rotazione Rj seguente (cfr.(2.4.257) e (2.4.263))

Ry = e @ts 7002 003 ygle che R(0,0,k) = k (B.6.263)
poniamo
&r k) = Rpe.(r) e e(rk) = (0,&rk)) (B.6.264)

Evidentemente le polarizzazioni lineari sono reali e dunque coincidono con le loro com-
plesse coniugate. Nel caso in cui § = 7, quando ¢ non é definito dalle componenti = e y
dell'impulso, la definizione prevede di scegliere R ponendo ¢ = 0, per cui risulta

e .(1) = —&(1) = (=1,0,0); &_.(2) = &(2) = (0,1,0) (B.6.265)

Venendo alle polarizzazioni circolari, esse sono definite come

&) = 55 (m&(1) —iex(2))  =—5(1,4,0);  elicita’ A= +1
&(-) = % (€.(1) —i€x(2)) = %(1, —i,0);  elicita’ A= -1 (B.6.266)
ENE) = Rpe(\) e e*(\k) = (0,é\k))

e risulta (cfr.(2.4.265) e (2.4.266))

() = —&(F) = (NE) = —eu(—=\E) =" (=\k) (B.6.267)
G(E)=¢.(F) = OE) =e"(=\—k) = —cu(—=\, —Fk) (B.6.268)

(B.6.261)
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angolare lungo 'impulso.
Ci aspettiamo quindi che, per parita, dato che 'impulso si inverte di segno
ma il momento angolare no, sia

P A (B.6.269)

e dunque, vista anche la richiesta (B.6.260), definiamo ’azione della parita
sugli operatori di creazione e distruzione nel modo seguente

Pa\p) Pt = —a(-\,—p) e Pd(\p)Pt=—-d(-\—-p) (B.6.270)
Abbiamo cosi che

P AF(z) P71 =

3 . '
= P{ Z /2Ej(§r)3 {e”()\,ﬁ) a(\, p) e P* _'_6*#()\’];)&(/\75)6@9:} } p-1_

A==1

Z a3 , '
- / 2]57]? {eu()"ﬁ) Pa(\p) P te ™" 4 eH(\ p) Pal(\,p) P! esz} =
s

dS —ipx * i
“m X /2E7p773 D) a(=A =p) e " + (AP al (=X, —p) 77| =

A==+1 p@ )
i3 | |
- (,;ﬂ/ 2Eq(72q77)3 (0, ap) alo, @) 77 + (0, @) al (0, @) 77| =
= A (Pr) = 4,(Pa) (B.6.271)

dove abbiamo tenuto conto che stiamo operando nella gauge di Coulomb
(= A° = 0), abbiamo usato la (B.6.268) per cui e*(\,p) = e*(=\, —p),
abbiamo quindi sostituito —\ con o, posto ¢ = (¢",¢) = Pp = (p°, —p) e
cambiato la variabile di integrazione da % a %.

Quanto alle regole di commutazione, esse risultano ovviamente stabili

sotto P, infatti

[ 5), 0t (0,0)] 5 [—a(=A, =), —al(~0,—@)]| = 2B, 2n)* ro 65— @) (B.6.272)

Inoltre la densita lagrangiana risulta chiaramente P-invariante in forma, per
cui questa simmetria ¢ conservata dalla dinamica libera del campo.

Poi, per come P ¢ stata definita, anche la densita lagrangiana di interazione
con la corrente carica risulta invariante in forma

Lr(x) =ed,(zx) A (x) e JH(Px) A, (Px) (B.6.273)

coerentemente con il fatto che ’elettromagnetismo classico e dunque anche
la QED conservano la parita.
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Time reversal

Anche in questo caso, come per la paritd, per definire la simmetria T ci
facciamo guidare da quanto accade per questa simmetria nell’ambito dell’e-
lettromagnetismo classico. Nella teoria classica il potenziale scalare V(x) e
dunque A°(x) non cambia segno sotto inversione temporale mentre il poten-
ziale vettore ff(x), in quanto generato dalle correnti elettriche che cambiano
segno sotto questa simmetria, cambia segno.
Anche per T, dunque, ci aspettiamo che sia

A¥(x) N A,(Tz) = —A*(Tz) (essendo A’(z) =0) (B.6.274)

similmente al caso della parita, con la differenza, pero, che é bene ricordare
ancora una volta, che T' é antiunitaria mentre P, invece, & unitaria.

Venendo all’azione di T" sugli operatori di creazione e distruzione a(\, p) e
aT()\, p), poiché sotto inversione temporale I'impuslo spaziale p’ cambia segno
come pure le componenti del momento angolare, ci aspettiamo, a priori, che
debba risultare

Ta\p) T =+a(\,—p) & Ta'(\p)T!==+a (N, —p) (B.6.275)

L’ambiguita del segno viene risolta dalla richiesta (B.6.274) che ¢ soddisfatta
solo se nella (B.6.275) scegliamo il segno positivo, ovvero se poniamo

Ta(\p) Tt = a(\, —p); Ta'(\P) Tt =a' (N, —p) (B.6.276)
Abbiamo cosi che

T A (2) T =

3 | |
= T{ > /QEZZ(;T)?’ {e“()\,ﬁ) a(\, p) e 4 (N, p) at (N, P) esz} } 71—

A==1

_ d3p o —iprrp—1 *[L 1 iprp—1]
_)\gi:l/wp(%)s [TE (A’ﬁ)a()\da‘)e T +Te (Avpj(l ()\7}5)€ T }_

— d3p 10\ by ipT e\ t \ —ipz B.6.977
=3 /W[e (\5) a(\ =) e + e#(\, ) al(\, —p) e 7] (B.6.277)

A==%1

Ma per la (B.6.267) e la (B.6.268) abbiamo che

PN D) = —e(=\p) = —e*(\ —p)
6“()‘717) = —6*“(—)\’m — —6*“()\,—]5') (B.6.278)

e dunque

T A (z) T =

=— d37p6u/\_ a(\, —p) €% + H(\, —p) aT (N, —p) e 7"
X [ 55 g [0 a0 P O, —p)al (A =) 7]

(B.6.279)
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ovvero, ponendo al solito ¢ = (¢°,§) = (p°, —p) = —T'p dove T & la matrice
di Lorentz opposta al tensore metrico T' = —g, la quale inverte il segno
della componente temporale di un quadrivettore lasciando inalterate le sue
componenti spaziali, abbiamo

d3p d3q

2E,(2m)3 T 9E (gﬂ):&; px=Tp - Tex=—q-Txr  (B.6.280)
p q

e quindi
T AMz) T =
d3q . .
— _ o —iq- Tz * T igTx| _
X [ sm g [0 D0 T O A T
= —A*(Tz) = Ayu(Tx) (B.6.281)

Anche in questo caso le regole di commutazione risultano stabili sotto T'
e il fatto che si tratti di una simmetria antiunitaria ¢ ininfluente visto che il
commutatore fra a e al & reale. Abbiamo

[\ 5),at(0,0)] = [\, —p),al(0,-@)| = 2B, 27)* 6, 05— 3)  (B.6.282)

Anche la densita lagrangiana risulta evidentemente T-invariante in forma,
per cui si tratta di una simmetria che é conservata dalla dinamica libera del
campo.

Infine, per come ¢ stata definita T', anche la densita lagrangiana di interazione
con la corrente carica risulta invariante in forma, essendo

Li(x) = eJ,(z) AM(x) - e JH(Tx) A, (Tx) (B.6.283)

coerentemente con il fatto che I'elettromagnetismo classico é invariante per
inversione temporale e dunque e anche la QED deve esserlo.
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B.7 Campo di Dirac

Come sappiamo, la dinamica libera del campo di Dirac (cfr.(2.5.352)) é retta
dalla lagrangiana3?

L = Y(iv"d, — m)yp (B.7.286)

da cui discendono le seguenti ben note equazioni per 1 e per 1) = )t 0
(iv"0, — m)y = 0; POy + my = 0 (B.7.287)

La lagrangiana (B.7.286) gode, evidentemente, dell’invarianza di gauge
di prima specie e ’espressione della densitd corrente conservata che segue
via il teorema di Noéther ¢ la seguente>?

JH(x) = ()" () (B.7.291)

32Ricordiamo che al posto della lagrangiana (B.7.286) si usa talvolta la forma hermitiana
seguente

L= SHr"0u) — 0] — myy (B.7.284)
Poiché le due lagrangiane differiscono di una quadridivergenza
AL = S (0u) + (007" = 50ul6r" Y] (B.7.285)

esse sono equivalenti quanto alle equazioni di moto.
33La corrente (B.7.291) ¢ un operatore autoaggiunto, infatti

(Ih = '(y)T (@) (B.7.288)

¢ =9y = (I =TT ()T (B.7.289)
e siccome 70 = (7°), (%) =T e (v*)T = 1%9#4°, risulta

(I = iy (10) P = T (B.7.290)
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Lo sviluppo di 9 e ¢ in termini di operatori di creazione/distruzione di
particella e antiparticella, come si é gia visto, ¢ il seguente

P(x) = Z/QE 3{a (r, ) '™ (5) e + bl (r,p) 0 (5) eP*}  (B.7.292)

O(z) = Z/QE 3{b (r,9) 0 (P) e + alr, (p)u'" (p) P} (B.7.293)

e le sole regole di anticommutazione non nulle sono

{a(r,p),a (s,@)} = {b(r,7),b'(s5,Q)} = 2E,(27m)3 6,:8°(F—q)  (B.7.294)

mentre gli spinori u e v sono normalizzati nel modo seguente

O = T 0 0@ = e P (B7.29s
U (ﬁ) \/m UO ;U (]7) UO \/m ( b )
(r) _ o meV 0 0 =) P B.7.296
v (ﬁ) m O ;v (157 UO m+ E ( b )
essendo
1 0 0 0
1 0 2 1 1 0 2 0
ué) =10 ; u[()) =1 ; v(() ) = 0 ; 1)[() S 1 (B.7.297)
0 0 1 0

per cui, definendo per comodita

si ha che, posto 77 = p/p, risulta

1 (m + Ep) w™ E, +m w™
™ (p) = S = P
w(p) m+ E, ( (p-0)w (7") ) ( E,—m(7- &) wm (B.7:300)

5 &) w) —m(ii-G) o)
U(r)(m — # ( E];n _|_)Ep) w(r) ) — ( EP (~ ) ) (B.7.301)
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Coniugazione di carica

Veniamo adesso alla definizione della simmetria di coniugazione di carica
C per il campo spinoriale.
Immaginiamo di definirla®?, in completa analogia con quanto abbiamo fatto
per i campi considerati in precedenza, ponendo

C’aT(r,ﬁ) C—1 = ¢t bT(r,ﬁ) < Ca(r,p) C~1=¢e b(r, p)

CbT(Tym C 1 =g e aT<r’Z§') = Cb(r’m C—1 = ¢ine a(nm (B7303)

Come si trasformeranno i campi 1 e ¢ ?

Uno nell’altro come accadeva, per esempio, per il campo scalare carico?
E come si trasforma la corrente J#(x). Vediamo.

Consideriamo l'integrando dello sviluppo del campo 1, cioé il termine

a(r,9) (@) e+ bl (r, ) o) () P (B.7.304)

Sotto la coniugazione di carica definita dalla (B.7.303), esso diviene eviden-
temente

e {b(r, 5) u (@) e + al(r,p) (@) P} (B.7.305)

il quale rassomiglia effettivamente all’integrando dello sviluppo della v, con
la differenza, pero che, a parte il fattore di fase, in quest’ultimo, laddove
compare lo spinore u vi compare v e laddove compare lo spinore v ¢’é .
Inoltre 1 (come gli spinori u e v) & una matrice colonna, mentre 1) (come pure
@ e ¥) & una matrice riga e dunque la simmetria C' potra eventualmente legare
Y con Y e, analogamente, 1) con 9! in quanto C, agendo sugli operatori di
creazione e distruzione e non sugli spinori non pud cambiare la struttura di
questi ultimi.

Infine, per restare coerenti con il nome stesso della simmetria, vogliamo che
l’azione di C' sul campo spinoriale sia tale per cui, per la corrente (B.7.291),
risulti

JH(z) - —JH(z) (B.7.306)
Partiamo dunque da questo punto fermo per cercare di capire che forma
dovra assumere ’azione di C' sui campi ¢ e .
Riprendiamo dunque ’espressione della corrente

JH (@) = (@) ¥ ¢ (z) (B.7.307)

34Osserviamo che, con questa definizione, C?> commuta con gli operatori di creazione e
distruzione e dunque con 1 e v, ovvero con qualunque operatore dell’algebra dei campi.
Questo significa che possiamo, senza perdita di generalita alcuna, assumere che

=1 (B.7.302)
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Essa, pero, ha un problema: il suo valore di aspettazione sul vuoto non &
nullo, a causa del modo asimmetrico con cui vi compaiono i campi ¥ e 1.
In realta, la forma corretta della densita di corrente é piuttosto il prodotto
normal-ordinato®® dell’espressione precedente, cioé

JH =1yt (B.7.313)

OVVGI’O36

=3 A y] (B.7.314)

dove questa espressione va intesa esplicitamente nel modo seguente

Jh = % Wja (fy‘u)aﬂ Vs — (’Yu)aﬂ wﬁ 1504} = %(Vu)aﬁ [@Za Vg —Up 1/7}04] (B.7.315)

Ricordando che v é una matrice colonna mentre ¢) ¢ una matrice riga, in
linguaggio matriciale si ha

JH = % [ — ()] = % [ =t ("] (BT316)

35Tralasciando, per comodita di notazione, di trascrivere sia gli spinori che gli
esponenziali che compaiono nello sviluppo dei campi, per la corrente abbiamo

J' =Py — (b+al)(a+b) (B.7.308)

e il termine bb! ha valor medio non nullo sul vuoto.
Il prodotto N —ordinato implica che in ogni addendo, gli operatori di creazione precedano
quelli di annichilazione, dunque

cb+a)a+b):=:(ba+bb +ata+a'b):= ba—bb+ata+albl (B.7.309)
dove, per giungere a questa espressione, si & usato il fatto che
bb' = —b'b+ {b, b} (B.7.310)

e I’anticommutatore, che ¢ un c-numero, ¢ stato sottratto.
All’espressione (B.7.309) si puo giungere se prendiamo l’espressione della corrente data
dalla (B.7.315). Usando gli stessi simboli di cui sopra, si ha infatti

% (&, 9] — % [b+al, atd'] = % [(b+a")(a+b") = (a+b")(b+ah)] =
1

5 [ba—i—bbT +a'a+a'bt —ab—aal —bTb—bTaT] =

% [Zba—i— 2a'b" + a'a+a'a—{a', a} —b'b—b'b + {bT,b}] =

= [ba+a'd' +a'a+ —bTD] (B.7.311)
dove si sono usate le relazioni

aa’ = —d'a+{a', a}; bb' = —bb+{b",b}; e {a,a}={b',b} (B.7.312)

36¢cfr. J.D. Bjorkeen and S.D. Drell: Relativistic Quantum Fields, Mc Graw-Hill 1965,
pag. 91
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Ma dalle osservazioni fatte in precedenza secondo cui la coniugazione di
carica C' deve legare 1 con ¥’ e 1 con !, unitamente alla esigenza gia
ricordata secondo la quale vogliamo che risulti

JHz) L5 — T (z) (B.7.317)

ricaviamo il suggerimento di definire C' in modo che scambi semplicemente i
due addendi nella (B.7.316), ovvero®’

v S cypCTl =l gteie (B.7.320)
o L oot = —ytceinc (B.7.321)

dove C dovra essere una matrice 4 x 4 tale che
CACct=-("" & (CH () =" (B.7.322)

In questo caso, infatti, avremo evidentemente che

c:J+ — ;{—WC eMe A et e e {C_l Pt e_incr (v*)t [—wtCeiWCr} =
= S{veretiade ooty =
= e b} = (B.7.323)

Cerchiamo dunque la matrice C che soddisfa la condizione (B.7.322).
Ci porremo, al solito, nella rappresentazione di Pauli-Dirac delle matrici v*,

dove
I 0 ; 0 o;
0 1 ?
AV = ( 0 1 ) = ( o 0 ) (B.7.324)

37Siccome, evidentemente, i campi ¢ e 1) sono legati fra loro, le leggi di trasformazione
(B.7.320) e (B.7.321) devono essere compatibili. Assumendo che valga, per esempio, la
prima, ne segue allora che, avendo assunto C unitario, risulta

Cypc™t = eyt s ogCT =0yt et =0yt oo =
= (C¢C—1)+70 _ (e—inc ¢t th)+70 — ¢ino (JJt)-ﬁ-(C—l)-‘r,}/O _
= @inc[(¢+’yo)t}+(0_l)+’yo — gino [70(1/)+)t]+(c—1)+ ’YO _
= "y (B.7.318)
dove abbiamo usato il fatto che v° ¢ simmetrica e reale (quindi anche hermitiana).

Affinché valga la (B.7.321), occorre e basta, dunque, che valga la (B.7.320) e che la matrice
C sia tale per cui

ety = (B.7.319)
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essendo o; le usuali matrici di Pauli, cioé

0 1 0 -z 1 0
01—<1 0), 02_<i é), (73—(0 _1> (B.7.325)

Dalla loro definizione segue immediatamente che, essendo evidentemente

(Ul)t =01 ; (02)t = —02 ; (U3)t =03 (B.7.326)
risulta
(YO = 4° (B.7.327)
(YhHt = At (B.7.328)
) = (B.7.329)
(¥ = =43 (B.7.330)
per cui la condizione (B.7.322) diviene quindi
CACt=—-(1") = —4° (B.7.331)
cytet=—(yt = 4t (B.7.332)
CY2C = —(72) = —A2 (B.7.333)
CAOC =3 = A3 (B.7.334)
D’altronde ricordiamo che
{7, "} = 20" (B.7.335)

ovvero che le v con indice diverso anticommutano, mentre
()P =T=-(")2=-("*?=-(1*) (B.7.336)

Proviamo dunque a porre

0 0 0 1
. 0 0-1 0

C=iy"4? = 01 0 0 (B.7.337)
-1 0 0 0

Risulta intanto evidente che C ¢ reale e tale da soddisfare la (B.7.319),
infatti

Cl o= i) =iy = iyt = —C (B.7.338)
C' = i) () =i =iy = C (B.7.339)
= Cl=Cct=-C; C®=-1I (B.7.340)

= ACHTA =42 = —C (B.7.341)
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Quanto poi alle sue proprieta di commutazione con le matrici v*, si ha

Cr'CTH = 199217909 =921 =402 = (B.7.342)
Cy'et = %P0 = vovzvovl’ﬂ = (") *y'y? =

= 727172 (72) v = 7 (B.7.343)
cy’ct = 'y 7 7 P =20 = —() = = (B.T.344)
CYCh = P92 %2 = —’70727 v 72 = (¥")?7*y%y? =

= "= -0 = (B.7.345)

Resta cosi dimostrato che la matrice C definita dalla (B.7.337) soddisfa effet-
tivamente le condizioni (B.7.322) e (B.7.319) e quindi puo essere usata per
definire I'operatore C' sui campi spinoriali ¢ e ), in accordo con la (B.7.320)
e la (B.7.321), in modo che la corrente J* soddisfi®® la (B.7.317).
Evidentemente pero, se ¢ e 1) si trasformano sotto C' secondo la (B.7.320)
e (B.7.321), queste stesse leggi di trasformazione definiscono univocamente
anche 'azione di C' sugli operatori di creazione e distruzione di particella e
antiparticella.

Qual é dunque il modo di agire di C' su questi operatori ?

E’ facile convincersi che, effettivamente, cosi come avevamo immaginato,
risulta semplicemente che

al(r,p)C™Y = €M bi(r,p) (B.7.346)
Ca(r,p)C~t = e ™ b(r,p) (B.7.347)
C bT(r POt = e e ql(r,p) (B.7.348)
Cb(r,p)C~r = €™ a(r,p) (B.7.349)
Consideriamo infatti, come esempio, il caso del campo .

Usando le (B.7.346)-(B.7.349), otteniamo (si ricordi che, per ipotesi, C' &
lineare e non antilineare ...)

Cy(x)C = {Z/2E rp)u )(p) e~ P* + bT(r,ﬁ)U(T)(ﬁ)eim}} ol =

{Z/ 2E b(r, p) ul (ﬁ) e~ 4 aT(r,ﬁ) (™ () eipx] }

383i osservi che se avessimo usato la definzione consueta di J*(z), avremmo potuto
giungere al risultato corretto solo al prezzo di qualche forzatura. Abbiamo infatti che

T (@) = Playp(z) = JE = C T O = deyde = P'CT Iy CTI = ¢ ()P
Potrebbe sembrare che, essendo 1)y*1) una matrice 1 x 1, sia
PP = (") =y
ma il primo passaggio non & corretto poiché stiamo scambiando fra loro operatori di

creazione/distruzione che anticommutano, senza tenerne conto ! Ritroviamo, per questa
via, la necessita di usare il prodotto N-ordinato degli operatori coinvolti.

(B.7.350)
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Osserviamo adesso che, dalla definizione segue che

Mz — e MY o) MY . o)
Cu'" (p) C m—f—EpuO C m+EpC Cuy
1 1
— C ,uc—l C (7"): _ JAY (7"):
m+ By (uCy et m) Cug m+Ep< pu (1) +m) Cug
1 (r)
= (m—p)Cul (B.7.351)
m + Lk,

D’altronde, dalla definizione (B.7.337) della matrice C e da quella degli
spinori u((]r) e v((f) (B.7.297), risulta

0 0 0 1 1 0
1 _ 0 0-1 0 oOf_ 1071_ o
Cuy’ = 0 1 0 0 o | = 0 | = o (B.7.352)
-1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
2) 0 0-1 0 11 |0 _ e
Cuy’ = 0o 1 0 0 ol =11 |7 (B.7.353)
-1 0 0 O 0 0
quindi possiamo scrivere che
-1
Cu@F) = —— (m— ) B.7.354
D’altronde, essendo v[()r) reale e 79 simmetrica, si ha
T T T t T t —\7
v(() ) — —’yo v((] ) — _ (U(() )t (fyo)t) = — (var( )70) = — (v( )) (B.7.355)
e dunque risulta
1 t m !
Cu - —_ At (57 = |50 _
u () 7= (¥ (357) = | T
¢
= (") (B.7.356)

Analogamente abbiamo

co@) = DTV MV g,

vm+ B, 0 vm+ B, 0

1 _ . 1 .,
= 7%m—|—Ep (m—puC’Y“C 1) CU(() )= m ¥ E, (m + Py (7u)t> Cv[g )=
= (m+ p)' ol (B.7.357)

m+ Ep
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D’altronde, siccome C? = —1, ecco che
cul! = o) = col? =) (B.7.358)
dunque
]' T
V) = ——— (mt ) ) (B.7.359)

vm+ E,
()

ma, al solito, essendo u ’ reale e 7 simmetrica, si ha

) =0 = (00 = (550 0) = () (Br3o0

e dunque risulta ancora che

co(p) = \/%Ep(m-l- »' (a((f))t = [afj) \/%
= (@(’")(ﬁ))t (B.7.361)

Usiamo adesso questi due risultati (B.7.356) e (B.7.361) nella (B.7.350): si
ha

Co@ et = {z [ gptgs b+ a0 ] | =
{Z/QE rﬁ')C lcu (@) e ™ + at(r,p)cC ol (ﬁ)elm]}:

_Cl—mc{z/QE [ Tﬁ)(@r)(iﬁ)) W—I—a(rﬁ)( T)(ﬁ)) }}:
— e )
OVVero
Cop(x)C™1 = e M Ccyl(a) (B.7.362)
In modo del tutto analogo si puo dimostrare che risulta altresi

Cip(x) O™t = —eypl(z)C = e yt(z)C! (B.7.363)

In realta non & necessario ripetere la dimostrazione3? in quanto, come abbia-

mo gia osservato, se C soddisfa la (B.7.319), ovvero la condizione

y2(C)*~? = —C allora, nell'ipotesi che C sia unitario, risulta che
Cop(x)C™t = e Moclyl(x) (B.7.367)
& CyCt=—ecytc (B.7.368)

39Formalmente risulta infatti che se

Cy(z)C™' = e ec ' yl(x) (B.7.364)
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Le (B.7.346)-(B.7.349) definiscono dunque una trasformazione C' che
scambia particella e antiparticella e soddisfa le condizioni (B.7.320) e (B.7.321),
ovvero che ¢ tale per cui

ok Jh(z) — —JM(z) (B.7.369)

Ma € una simmetria ?

Proprio perché ¢ tale per cui vale la (B.7.369), possiamo senz’altro dire fin
d’ora che se lo é per il campo libero, lo ¢ anche per quanto riguarda 1’in-
terazione del campo elettromagnetico con la corrente prodotta dal campo
spinoriale.

Per il campo libero dobbiamo verificare ancora sia 'invarianza della densi-
ta lagrangiana che la coerenza della trasformazione con ’algebra dei campi,
ovvero con le loro regole di anticommutazione.

Iniziamo da queste ultime. Per gli unici anticommutatori non nulli si ha

ok {a(r,5),a%(s,@)} «— {b(r,7),b%(s,0) } (B.7.370)

e siccome le regole di anticommutazione canoniche ci dicono che esse sono le
stesse per gli operatori di particella e di antiparticella, possiamo concludere
che, effettivamente, la trasformazione C' definita dalle (B.7.346) - (B.7.349)
é senz’altro compatibile con l'algebra del campo di Dirac.

Veniamo ora alla dimostrazione della sua compatibilitd con la dinamica.
Partiamo al solito dalla densita lagrangiana del campo di Dirac

£(x) = & [544(0u) — (D)) —m Gy (B.7.37)

allora, essendo C|, per ipotesi, unitaria, risulta
cgCc™t =yl = oyfoTy = optety = (cwe )0 =
(e7me et 9t) 0 = e (gh e TP (B.7.365)

ma, per quanto visto precedentemente, essendo (C™1)T =C, e = () = ("), risulta

infine

che = e [(wi?) ] ey = e [ ] oo’ -
—  ine wt ’yOC ’YO — _¢inc "/}t C (B.7.366)
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e osserviamo che la trasformazione C sui campi 9 e v ¢ tale che??

C: r—x (B.7.374)
(@) > doln) = e ¢ gl () & § = gb el (B.7.375)
Y(x) = Yol(x) = =M P (x)C & p = —e 7 C Pl (B.7.376)

L’invarianza in valore della lagrangiana garantisce che ’evoluzione dei campi
trasformati ¥ e Yo € retta dalla densita lagrangiana seguente:

Lo@) = 5 [(¢mvbC) " (<0ue ™ Cdl) = (9wt ) (—e e C )| +
+m e Yk cL e e C L, (B.7.377)
Iniziamo considerando il termine di massa. Si ha

m e Pk cleMC Cpl, = m pil = m (Yo)a (Yo)a  (B.7.378)

dove la somma sulle componenti dei campi, individuate dall’indice «, si esten-
de, ovviamente, da 1 a 4.

Questo termine, apparentemente, ¢ opposto a quello che compare nella den-
sita lagrangiana originaria del campo di Dirac, dove il termine di massa é
appunto espresso dal termine

-m ?E%b =-m &a Yo (B7379)

In realta occorre ricordare, di nuovo, che i prodotti che compaiono nella
densita lagrangiana vanno sempre intesi come normal-ordinati e siccome
e ¢ anticommutano, evidentemente €&

s = — (B.7.380)

per cui, in definitiva, il termine di massa (B.7.378) coincide effettivamente
con quello canonico, presente nella densita lagrangiana di Dirac.
Veniamo ora agli altri due termini, cioé alle quantita

(einc YvE Cfl) o (—8,167“70 Czﬁé) - (Buemcwtc Cil) A (—e*i”C Cq/?tc) =
= vk (€7 C) (0u0E) + (9ut) (C71 v C) vt (B.7.381)

0 Abbiamo infatti che (si ricordi che C* =™ = —C)

Yo=e MCCT P S =e Y (CT = e PC = p = e Y 0 (B.7.372)

e cosi pure risulta

Yo =—€"CP C= e = —e"9C Y = P = —e 9 (C) e = —e 1 Co (B.7.373)
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D’altronde, essendo C~! = —C, evidentemente si ha
CC = — (")t o cTIC = — (") (B.7.382)
e dunque i due termini di cui sopra diventano
o) (k) — (0u0s) (") (B.7.383)
ovvero, esplicitamente

(V) a Ve (Butc)s — (Butbc)a Voo (P0)s =
= Voo [(¥0)a(0u00) 8 — (Out0c)a(Vc)s) (B.7.384)

da confrontare con gli analoghi termini della densita lagrangiana di Dirac
originaria

U5 (1) a(0uth)a = (0u10)8(V") pata = Vs [V (0uth)a — (Ouh)ptha)  (B.7.385)

ed ¢ allora evidente che, tenendo conto, di nuovo del normal-ordering e le
regole di anticommutazione dei campi, i due termini hanno la stessa forma.

Ricordiamo infine, di nuovo, che un metodo equivalente per verificare che
i campi ¢ e ¢¢ (e dunque anche ¢ e ¢ ...) hanno la stessa dinamica ¢é,
naturalmente, quello di dimostrare che I’hamiltoniana libera Hy del campo
di Dirac risulta essere C-invariante.
Richiamiamo, a questo scopo, ’espressione di Hy in termini degli operatori
di creazione e distruzione. Risulta

3
Hy = XT:/ (27:53192,3]) [Ep a' (r,p) a(r, p) + E, b (r, ) b(r,ﬁ)] (B.7.386)

ed é evidente, allora, che, siccome risulta
CataCc =00, CbtbC'=dla

I'operatore C' commuta effettivamente con Hy.

Dato che l'operatore C' definito sopra rispetta anche ’algebra dei cam-
pi possiamo dire senz’altro che essa € una simmetria conservata anche per
il campo di Dirac, la quale rimane tale anche in presenza di interazione
elettromagnetica, per il fatto che inverte il segno della densita di corrente.

Prima di concludere I’argomento, veniamo a un’ultima osservazione con-
cernente il fattore di fase €€, detto anche parita di carica intrinseca della
particella. Come si é visto, almeno nei casi esaminati, essa &, a priori, ar-
bitraria, con la sola eccezione del caso delle particelle che coincidono con le
loro antiparticelle, per le quali pud solo essere

ec = +1 (B.7.387)
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dovendo essere C? = 1.
Il fotone & una di queste e, come sappiamo, ha parita di carica intrinseca
pari a —1, ovvero

Cly >=—1|v > (B.7.388)

La conoscenza della parita di carica intrinseca del fotone (e, eventualmente,
di altre particelle) viene usata per fissare quella di altre particelle, sulla ba-
se dell’esistenza di un decadimento di queste ultime che sappiamo avvenire
attraverso una imterazione che conserva C (come l'interazione elettroma-
gnetica o l'interazione forte) e coinvolge fotoni e/o altri autostati di C' di
autovalore noto.

Naturalmente, la bonta della conclusione deve essere poi verificata attravero
altri decadimenti che non contraddicano la conclusione cosi tratta.
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Parita

Passiamo quindi a studiare l’azione della trasformazione di parita sul
campo di Dirac. Evidentemente, cosi come nel caso del campo scalare, af-
finché P possa continuare a essere una simmetria conservata in presenza di
interazione elettromagnetica, vogliamo che risulti

JH(z) L5 J,(Px) (B.7.389)

Ma procediamo, di nuovo, a partire dallo sviluppo del campo in termini di
operatori di creazione e distruzione, tenendo conto dell’analogia classica.
Dovendo, la parita invertire il segno dell’impulso ma non alterare lo stato di
spin della particella/antiparticella, possiamo provare a scrivere

Pd'(r,p) P~t = €M al(r,—p) (B.7.390)
Pa(r,p) P71 = &P q(r, —p) (B.7.391)

dove la (B.7.391) discende direttamente dalla (B.7.390), visto che abbiamo
assunto che P sia unitaria.

Per quanto riguarda poi ’azione di P sugli operatori di creazione e di-
struzione dell’antiparticella, in analogia con quanto accadeva nel caso del
campo scalare?! | possiamo provare a porre

Pbi(r,p) Pt = e bl (r, —p) (B.7.392)
Pb(r,p) P~" = € b(r,—p) (B.7.393)

con P = 41 = P, per il fatto che deve comunque essere P? = .
Vediamo D'effetto su 9 e ¢ della trasformazione P definita sopra. Si ha

d®p ,
0 — -1 _ (r) —ipxT
Py(x”, %) P P {ZT:_/QEP(ZTF)S [a(r,ﬁ)u (p) e P+
+ b @) ]} Pt =
; d3p 0,0 i
— —mp R S _ (r) —ipV204ip &
e ;/2&7(%)3 [a(r, Pt (p)e +
+ b (r, =) (@) eip%ofiﬁ-f} —
- d3q 0.0 iz (=
_ —inp (r)y;__ —iq 2" +iq- (%)
e 2;/2Eq(27r)3 [a(r,(j)u (—q)e +

+ bl o) (—q) TN (B.7.394)

#Ricordiamo a questo proposito che la ragione per cui il fattore di fase che compariva
nella legge di trasformazione sotto P di b era il complesso coniugato di quello relativo ad
a', discendeva solo dall’esigenza di avere, alla fine, una legge di trasformazione semplice
per il campo scalare ¢. Come vedremo, questa stessa esigenza ci costringera, nel caso del
campo di Dirac v, a giungere a una conclusione diversa.
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Ma essendo

0.0 =~ =
WG = m+ L0 P P A M )

B.7.395
/m_|_Ep 0 /m+Ep 0 ( )
chiaramente risulta
WD (—p) = P +p g +m oM (P + 75 +m)y° 204 =
vm+ E, 0 vm+ B, 0
0,0 _ =~ = 0,0 _ =~ =
o @ =P A+m) o ) 0P =P T+m B
_ = .7.396
Y JmE, 0 T JmTE, (B.7.390)
visto che 704% = —~4k~0 ¢ 'you((f) = u((f). Dunque si ha
u (—=p) = 42 u () (B.7.397)

Per quanto riguarda lo spinore v"(p), a sua volta, si ha che, essendo

M@ = IV 0 B.7.398
v (17) \/m Yo ( s )
risulta che
o) = ™ — "’ — 77 o _ (m — "’ =59’ 20 =
Jm+E, ° vm+E, 0
0,0 L > =
o (m—p+5-9)
_ — B.7.399
Y \/m ( Yo ) ( )
essendo stavolta ’YOU(()T) = —U(()T). Quindi abbiamo
v (=) = =42 v (p) (B.7.400)

Questo diverso comportamento degli spinori u dagli spinori v richiede un
ripensamento delle (B.7.390)-(B.7.393).

Se vogliamo, infatti, che il campo 9 si trasformi sotto parita in modo coe-
rente, ovvero sia

Pz, 2) P71 o (a2, —7) (B.7.401)

allora, mantenendo per gli operatori a e a' che agiscono sulla particella, le re-
lazioni (B.7.390) e (B.7.391) occorre, quanto agli operatori b e bf che agiscono
sull’antiparticella, imporre che soddisfino piuttosto le relazioni seguenti

Pbi(r,p) Pt = —e P pi(r, —p) (B.7.402)
Pb(r,p) P71 = —e"P b(r, —p) (B.7.403)
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Infatti, in questo caso, per la (B.7.390) e la (B.7.402), avremo

4 d3q 0.0 ey =
0 = p-1 _ —inp (r)(__ —iq 2" +iq-(—%) _
Piy(z”,Z) P e Er /2Eq(27r)3 {a(r,d’)u (=q)e

—

bt (r, @) v (—q) "=~ (—w)] =

_ —inp A0 d’q (r) (&) —id" 2" +id (~)
=e v ;/2&](2@3 [a(r,cj}u (@) e +
+bt (r, @) v™(@) eiq%o—id'-(—f)} —
= e 1P 20420, —7) (B.7.404)
Ovvero, posto al solito
Yp(z) = Py(z) P71 (B.7.405)

risulta

Yp(z) = e P ~04(Px) (B.7.406)

Per il campo 1, nelle stesse ipotesi, otteniamo evidentemente che®?
Pz, %) P71 = P ap(a®, —%) 4° = ¢p(x) = P )(Px)~° (B.7.408)

Quindi, nel caso spinoriale, particella e antiparticella hanno parita in-
trinseche opposte: se poniamo P = 1, la particella ha parita +1 e lanti-
particella ha parita —1, mentre vale ’'opposto se e?P = —1.

Cerchiamo ora di vedere se la trasformazione P cosi definita ¢ una sim-
metria conservata nel caso del campo spinoriale libero.
E’ facile convincersi che P rispetta ’algebra dei campi in quanto rispetta le
regole di anticommutazione. Infatti, per le uniche non nulle, si ha

{a(rp), al(s,0)} = 2B, 6,,6(5— 7)
P = {e_”“’ a(r,—p), e aT(s, —(j)} =2E,0,50(—p+ §) =2E,0,56(F — q)

{bn9), ¥ (5.0 } = 2B, 6, 55 — @
Pi = =€ b(r,—p), —e bl (s, ~0) } = 2B, 0,5 6(~F+ @) = 2B, 6,5 0(5 — @)

428i puo procedere formalmente come abbiamo fatto nel caso del campo (z), a partire
dalle leggi di trasformazione degli operatori di creazione e distruzione, oppure si puod
semplicemente osservare che, dalla legge di trasformazione di ¢ (x), segue che

Py’ @) P = Pyt @)’ P = Pyt (@) P71y = (Py) P1) " 0 =
(72 w(P2)) " A0 = e (0 p(Pa)) T A = e p(Pa) 400 =
P (Px) ~° (B.7.407)
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Veniamo ora alla dinamica.
La densita lagrangiana del campo spinoriale, come ben sappiamo, &

(- - -
L(x) = 5 0" (0) — Out)) 7" ¥] = mb (B.7.409)
La legge di trasformazione descritta da P ¢é tale per cui

e Ls2 =Px & x=Pa2 (B.7.410)
b(@) L pp@) =e P A0p(z) & () =™ yp(a’)  (B.T.411)
V() N Yp(a) =P p(2)° < Y(x) =e P hp(2)yY  (B.7.412)
dunque D’evoluzione dei campi 1p e ¥p ¢ retta dalla densita lagrangiana
(invarianza in valore ...)
/_i —inp .7, NAO A1 inp A0 !

Lr(a) = 5 {7 Pp(a) 7 9ule™ 10 b (a’)] -
— Qe Pp(2')y°) ei”Pfyowp(w’)} _
—m e_inPinP(.T/)’yO einp,yo ¢P(ﬂf/) —

/[: - / / - —

= 5 {9p° 71 (@"0p) = (00p) 1 A p ) — mipr (B.7.413)
dove abbiamo usato il fatto che 9, = 8 e che (1°)? = I.
Poiché 704#40 = Yu» abbiamo immediatamente che

L) = L {iry @p) — (@0p) ybp} —mipip  (BT414)

la quale prova che la densita lagrangiana del campo di Dirac risulta invariante
in forma per parita e quindi i campi ¢ e ¥p hanno la stessa dinamica.

Resta cosl dimostrato che la trasformazione P definita da

Pal(r,p) Pt = &P al(r,—p) (B.7.415)
Pa(r,p) P~t = e P q(r,—p) (B.7.416)
Pbi(r,p) Pt = —e P bl (r, —p) (B.7.417)
Pb(r,p) P71 = —e"P b(r, —p) (B.7.418)

é una simmetria conservatata per il campo di Dirac libero.
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Verifichiamo adesso che, riguardo alla densita di corrente, effettivamente
succede che

JH(x) L5 J,(Px) (B.7.419)
Dalle leggi di trasformazione di ¢ e 1, essendo®? in termini dei campi

JH(x) = P(x)y* ¢ (x) (B.7.420)

risulta

PJHz)P™! = PyYP 4 PyP =
= PY(Pr)yyt ey (Pr) =

= (Px)vy,¢(Px) = J,(Px) (B.7.421)

dunque risulta cosi provato che P é una simmetria conservata anche nel caso
dell’interazione elettromagnetica, quando la densita di corrente elettrica sia
quella associata ad una particella di Dirac.

43Siccome P manda 9 e 9 in sé, ovvero non le scambia come fa invece C, non é stret-
tamente necessario usare per J* la forma N — ordinata. Va da sé comunque che, se la
usiamo, continua a valere la (B.7.419), come ¢ facile verificare direttamente.
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Inversione temporale

Veniamo infine alla definizione del modo di operare della simmetria di
inversione temporale T' sul campo di Dirac.
A questo riguardo, vale ancora 'osservazione gia fatta in precedenza per le
simmetrie P e C, cioé che se vogliamo che T possa essere una simmetria
conservata anche nel caso dell’interazione elettromagnetica, visto il modo di
trasformarsi (cfr.(B.6.281)) sotto T" del campo A,

Ay(z) -5 AM(Tz) (B.7.422)

poiché la corrente (elettrica) associata al campo di Dirac carico, come ben
sappiamo, € data da

JH(z) = ep(z) y" (z) (B.7.423)
occorre che i campi ¥ e ¢ si trasformino sotto 7" in modo tale per cui
TJMx) T = J,(Tx) (B.7.424)

Questa € una esigenza imprescindibile se vogliamo che l'elettrodinamica
quantistica, cosl come accade per ’elettrodinamica classica, sia T-invariante.

Iniziamo partendo dagli operatori di creazione e distruzione di particella
e antiparticella. La prima osservazione che dobbiamo fare é che, sempre
affinché ’analogia classica sia rispettata, sotto 7' ci attendiamo che I'impulso
P e le componenti dello spin si invertano di segno, sia che si tratti di particella
o di antiparticella, ovvero risulti

Tls,f> o |5 —f> (B.7.425)

Piu precisamente, per le considerazioni gia fatte sull’operatore T' quando lo
abbiamo studiato nello schema di prima quantizzazione, sappiamo che, per
quanto riguarda la variabile di spin, oltre al suo rovesciamento ¢ coinvolta
una rotazione di 7 intorno all’asse J,, ovvero

Tls, p>= ps " |r, —=p > (B.7.426)
dove il fattore di fase €™ & a priori qualsiasi, mentre
p=eT (B.7.427)

e dunque, se usiamo la base consueta degli autovettori di o, risulta (A = 1)

1 10 —i4 . 7r 0 1\ 7
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e quindi
. z 1 /m\2 1 /m\3 1 /m\*
— el — 35U 14 Ty (> 12 <) 73 () A _
po=c ¢ R TR HERY TAY *
T 1 /7\? 1 /m\?3 1 /m\*
+50-5(3) 1-m(3) vrals) 1+
— Jeos(Z)4Usin(Z)=v=( ° ! (B.7.429)
= Tcos|3 sin{ 5 | =U=| _; 7.
Esplicitamente abbiamo??
T|IL,g> = €2, —p> (B.7.430)
T2, 9> = —e"|1, —p> (B.7.431)

Proviamo adesso, in analogia con quanto gia fatto per gli operatori C' e P, a
tradurre tutto questo nel linguaggio degli operatori di creazione e distruzione.
Tentativamente poniamo dunque

Ta'(s,p) T = € pg.al(r,—p) (B.7.432)
Tol (s, )T~ = e ™ pg, bl (r,—p) (B.7.433)

Prendendo adesso 'aggiunto delle (B.7.432)-(B.7.433), poiché p ¢é reale, ab-
biamo che, per gli operatori di annichilazione, dovra essere quindi

Ta(s,) T~ = e pga(r,—p) (B.7.434)
To(s,p) T = € pg b(r,—p) (B.7.435)

A questo punto passiamo a vedere se queste leggi di trasformazione sono o
no compatibili con l’algebra dei campi.
Ricordiamo che gli unici anticommutatori non nulli sono

{a(s, ), a'(r, @)} = {b(s,0), (. @)} = 2B, 27)* 63 (5~ @) 6. (B.7.436)

Visto che T agisce allo stesso modo sugli operatori di particella e antiparti-
cella, limitiamoci a vedere se T rispetta l’algebra costruita con gli operatori
di creazione e annichilazione della particella.

Evidentemente 'algebra sara rispettata se e solo se

T {a(s,p), df (@)} T = T2E,2n) 8 (- )6, T™1  (B7437)
ovvero, essendo il secondo membro della (B.7.437) reale, se accade che

T {a(s,p), af (@)} T = 2B, (27)° 8 (5~ ) 0.r (B.7.438)

44Gi noti che p ¢ reale e antisimmetrica e che p? = U? = —T, in accordo con il fatto che

per particelle di spin 1/2, come abbiamo gia visto, T2 =1 ...
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D’altronde

T {a(s,;ﬁ), aT(r,cj')} 7! = {Ta(s,ﬁ) Tt TaT(r,q_')T_l} =
e a1, (-0} =
= pss prr 2B, (27)° 6% (5 — @) 64 (B.T7.439)

dove si & usato il fatto che

Ma

Pss’ Prr! Ogrpr = Psr! Prr! = Psr’ Pfﬂ/r = —Psr! Prir = _(P2)sr = I = dsr (B7440)

e dunque resta cosi dimostrato che, effettivamente, c¢’¢ compatibilita fra la
definizione data di T e ’algebra delle osservabili del campo di Dirac.

Passiamo quindi alla determinazione dell’azione di T sui campi v e 1.
Siccome T si limita ad agire sugli autovalori degli autostati di impulso e
spin (componente z), ma non tocca le condizioni di particella/antiparticella,
allora cosl come nel caso della parita, ci attendiamo che mandi v in sé, cioé
che risulti

T: (x) — e My(Tx) (B.7.441)

dove M sara una matrice 4 X 4 opportuna che conviene scrivere come
M = M~ dove M resta da determinare. Poniamo quindi che sia

T: (z)— e MA2¢(Tx) (B.7.442)
e, di conseguenza, che?® risulti
T: P(x) = e P(Ta) M A (B.7.445)

Riguardo alla determinazione di M, se vogliamo che valga la relazione, per
noi imprescindibile, per cui

T Jx) T = J,(Tx) (B.7.446)
allora, per quanto visto sopra, la matrice M deve essere tale per cui

MYy MAY =, (B.7.447)

“SInfatti se vale la (B.7.442) allora, essendo v° = 4, segue che
T: ¢t(x) = F (T2)y" MY = §(Tw) M* (B.7.443)
e dunque

T: Px)=¢T(2)° = ¢(Tz) M+ 4° (B.7.444)
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Infatti (ricordiamoci che T' ¢ antilineare ...)

Ty(@)y )T = To@) T TAHT  T() T =
e p(Tx) MT A2 y** M A% p(Tx) e ™™ (B.7.448)

e affinché valga la (B.7.446) & necessario, appunto, che sia
MT APy MAY =, (B.7.449)

Ma esiste una matrice con questa proprieta 7
Iniziamo facendo p = 0. Poiché /¥ = 4*0 = 45 e (v°)% = (70)? = I, ne segue
che, affinché possa valere la (B.7.449), ¢ necessario che

M*M=1 (B.7.450)

ovvero che M sia unitaria. Usando allora questa proprietda di M nella
(B.7.449) unitamente al fatto che (y°)? = I, abbiamo

Oy M = My, +° (B.7.451)

Il caso p = 0, ovviamente, é automaticamente soddisfatto, essendo quello
che ci ha condotto alla condizione di unitarietd di M, usata appunto per
passare dalla (B.7.449) alla (B.7.451). Nel caso in cui g = 1, essendo ~*
reale ed essendo v! = —~v;, abbiamo

p=1: Py M=—-MAy14° (B.7.452)
mentre nel caso in cui g = 2, siccome +? ¢ immaginaria pura, risulta
p=2: —"y M =—-M~*7° (B.7.453)

Infine, nel caso in cui g = 3, poiché siamo di nuovo nella stessa situazione
che nel caso in cui 4 = 1, abbiamo

p=3: A3 M=—-M~3° (B.7.454)

Siccome +Y anticommuta con tutte le 4%, le relazioni di sopra divengono le
seguenti

VAt M = MAAH! (B.7.455)
VA2 M = —MA%A2 (B.7.456)
PyPEM = MA 43 (B.7.457)

cioé M dovra commutare con 7~ e 4943 mentre dovra anticommutare
con 0 ~2.
La soluzione ¢ la matrice seguente

M =~t4340 (B.7.458)
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infatti il confronto fra il primo e il secondo membro delle (B.7.455)-(B.7.457)

(ricordiamo che 7% = —1I, qualunque sia i = 1, 2, 3) fornisce

p=1

I 4% 7173702—7 Y0 ="

IT A" =412y = —(v1)*% =4 (B.7.459)
=2

I %Y ' P 0 == (%) =142

IT = 30 4042 = Ala3a2 = f1a2.3 (B.7.460)
p=3

I %P 41290 = 24 (9240 =041 90 = =

IT At a3A0 408 = 1 (43)2 = 41 (B.7.461)

Verifichiamo che la matrice M di cui alla (B.7.458) ¢ unitaria.
Osserviamo a questo proposito che

M* = (112 90) = (O (AT () =100 (B.7462)

dove si ¢ usato il fatto che 7Y & hermitiana mentre le 4% sono antiermitiane.
Risulta quindi

3)2 1

Y =—(")2=1 (B.7.463)

MM =7"9%9" 9%yt =41 (v
che prova l'unitarieta di M.
Poiché nelle (B.7.442) e (B.7.445) compaiono, rispettivamente, le combina-
zioni M ~% e M+, & opportuno determinarle esplicitamente: si ha

MAY = Aly3q040 = 4143 (B.7.464)
MtAY = 034170 = 4341 (B.7.465)

Tornando al modo di operare di T sui campi v e 1), abbiamo cosi trovato
che, se esso ¢ tale per cui

T: Y(x) —= e AL 3 (Tx) (B.7.466)
P(x) = e p(Tx) v 4! (B.7.467)

allora vale la condizione (B.7.424) e dunque 7' risulta una simmetria con-
servata anche nel caso dell’interazione elettromagnetica in cui la corrente é
quella associata al campo di Dirac.

Pero il modo di agire di T sugli operatori di creazione e distruzione
del campo di Dirac lo avevamo tentativamente gia definito attraverso le
(B.7.432)-(B.7.433) e (B.7.434)-(B.7.435).
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Queste definizioni conducono o no alle (B.7.466)-(B.7.467) ? Vediamo.
Iniziamo dal campo 1) espresso da

Z/ T (5.7) u®) () ™7 4 bl (s, 7) 0 (7) €7} (B.7.468)
Tenendo conto che T' & un operatore antilineare, risulta
T(z) T =

2 3
d°p -1 ; - —i
_ _ %P7 [p T *(s) Uz t 71 *(s) ipx B.7.4
> [ sm s AT T 0@ e 4 TV s T e (31469
Ovvero, usando la (B.7.434) e la (B.7.433), abbiamo

—inT o *(s) ipT
T 2/2E g L6 poralr, =) () P

e po bl (r, =) v* ) (p) e*im} (B.7.470)

Se adesso indichiamo con T' (anche) la matrice di Lorentz che cambia il segno

della sola componente temporale di un quadrivettore® per cui
r =7 & Tr=(-12°7)

—prx=-Tq-xz=—q - Tx B.7.471
¢ =9 =-Tr=0"-p) P ! ! ( )

3
e cambiamo variabile di integrazione da 5 Ep a gE , otteniamo

Top(x) T~ = mTZ par / SE (r,§) w*O (=) e—ia T
+ bT(WT) v (=) e“l'Tx} (B.7.472)
Dimostriamo adesso che valgono le seguenti eguaglianze
Yo peuw®(=q) = ' (g) (B.7.473)
s
Yo pav (=) = 470 (g) (B.7.474)
s

Iniziamo a dimostrare la (B.7.473).
Dalla definizione si ha

W () = LB o) (B.7.475)

NCET A

467 'uso dello stesso simbolo per la matrice di Lorentz e loperatore che descrive la
simmetria di Time reversal nello spazio di Hilbert degli stati di particella/antiparticella
non dovrebbe generare confusione perché, nei diversi casi, si dovrebbe capire dal contesto
di chi stiamo parlando ...
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Moltiplicando a sinistra la (B.7.475) per v! 43, si ha

3y 34" o) _ 100 (M6 o

TP ul(@) =41y T =7 U0
q q

ma 09440 = v, = A% = 7,7° e per la (B.7.451) e la (B.7.458),
abbiamo

(B.7.476)

,YO ’y*“ . ,yl ,.)/3 ,YO — ,Yl ,73 ryo “Yu ryo (B7477)
Risulta dunque
3. (r) _ 3.0M T quyp A0 (7“)
VAR@ = i ey

A adm g 707*“717370> ():

7 (
(’Yl Y m+ g’y 7370) g =
7 (

S 3
| |
»th mtq

m + q;ﬁ;) A3 uéw) (B.7.478)

3
+
th

dove si ¢ usato il fatto che 494143 ~0 = 7 3.

Osserviamo adesso che la matrice y' 43 ¢ tale per cui

1.3 _ 0 o1 0 o3\ —oi03 0 B
N (_‘71 0 —o3 0 ) 0 —o03 |
0 1 0 0
=1t 0 0 o] (po0
_ o o0 1= ( 0, ) (B.7.479)
0 0 —1 0
Quindi
13,1 (2) (s)
T = U = Ps,1U s
LN T Ty T P o ) = pul) (B.7.480)
T o = Y = Ps2Uy
e dunque
1
1.3, (r _ ® (s) _
7Y ul )((j) = ﬁ (m+q/ﬁ“) Psrlly’ =
= peut® (=) (B.7.481)

che prova appunto la (B.7.473).
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Per quanto riguarda poi la (B.7.474), ripartiamo dalla definizione degli
spinori v, ovvero

(g = M8 ) B.7.482
v\ () m T By Vo (B.7.482)

Ripetendo la dimostrazione gia fatta per gli spinori u, concludiamo che

1

vm+ E,
e anche stavolta accade che®”

1.3, _ ~ ) MO ) .
71 73 (()2) (1)0 Pl (()s) = 4! 731)(() ) =psrv(()) (B.7.485)
Y Yo = Yy = Ps,2V

v () = (m = qup) 7' 7P o (B.7.483)

per cui abbiamo che

1 N G
P P@D = e () e =
q

= pav* (=9 (B.7.486)

che prova la (B.7.474).
Sostituendo la (B.7.473) e la (B.7.474) nella (B.7.472), si ha finalmente che

; d3q .
-1 _ —1 1,3 r —iq-Tx
T@)T = e "Myy ;/W{a(ﬁ@ u(@)e T+
+ b () v (@ €T = Tyl y(Tr)  (B.7.487)
e dunque, per quanto gia visto, che
To(x) T~ = (Tw)y’ ' (B.7.488)

Resta cosi dimostrato che I'operatore di inversione temporale T, definito sugli
operatori di creazione secondo le (B.7.432)-(B.7.433) e su quelli di distruzione
attraverso le (B.7.434)-(B.7.435), & tale per cui la corrente J*(x) si trasforma
sotto T" in accordo con la (B.7.446).

47Si ricordi che

ul) = cW® = o§) = ;oM =— (B.7.484)

o O O
S o = O
_ O O O
o= O o
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Passiamo infine a dimostrare che T lascia invarianti le equazioni del moto
del campo di Dirac libero.
Questo, poiché abbiamo gia dimostrato che T' é compatibile con ’algebra del
campo, garantisce che 7' sia una simmetria conservata per il campo libero.
La regola fin qui usata era quella di riscrivere la densita lagrangiana per
i campi trasformati e verificare che essa aveva la stessa forma di quella di
partenza. C’é perd ora una novita, rappresentata dal carattere antiunitario
di T": essa agisce non solo sui campi, ma anche sui coefficienti complessi che
possono comparire nella densita lagrangiana !
Ricordiamo che la densita lagrangiana di partenza é

L(e) = £ [0 @) — @uir™s] —miy (BT48)

La trasformazione T', per quanto visto e detto precedentemente, ¢ dunque
tale che

T: 2=@%%) —>Te=a"=(—2%7) e 0,= —oH (B.7.490)
U(z) = Yr(x) = Y12 (Tz) & (x) = v3 4! ¥r(Tx) (B.7.491)
$(2) » Pr(e) = PTar & §(a) = fr(Tan' (B1.492)
i (B.7.493)
Y — (B.7.494)
m—m (B.7.495)

L’invarianza in valore della densita lagrangiana ci dice quindi che i cam-
pi ¢¥r e Y7 soddisfano le equazioni del moto che si ottengono dalla densi-
ta lagrangiana L£(z), sostituendovi alle quantita non T'—trasformate quelle
T —trasformate, cioe

Lr(a') = —% {Gr@ ' Py [=0" P pr(al)] = [0 br (@) PPy Y (al) ) -

—mir(a )y Py (a)
Ricordiamo adesso che ()% = —(71)? = —(73)2 = I e che " anticommuta

con vt e 43, per cui, dalla (B.7.451) e (B.7.458) abbiamo

0 1.3.0 1.3.0 0 0 1.3 1.3_.0
VA =y ey = YT =y Y W
=YY Y =" Py = P Ry =,

=Y Pyl =q, (B.7.497)

e quindi

L) = ¢ () (")) - (0% 9r()) vuira)} -
— myp(a) Yr(a) (B.7.498)

(B.7.496)
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che prova l'invarianza in forma della densita lagrangiana di Dirac sotto T
e quindi, finalmente, che T ¢é effettivamente una simmetria conservata per
il campo di Dirac libero. Siccome si ¢ visto che, sotto T, la corrente si
trasforma in modo che il termine che descrive 'interazione con il campo
elettromagnetico sia invariante, cioé

Ju(z) AP(z) L5 JH () Au(a) (B.7.499)

resta cosi confermato che essa é anche una simmetria conservata nel caso di
interazione elettromagnetica con la corrente prodotta dal campo spinoriale.



